Chimie Quantigue
CHM-13212

Thanh Tung Nguyen-Dang

Hiver 2001



Table des materes

1 PRINCIPES GENERAUX 1
1.1 Etat quantique . . . . . v v o o e e e 1
1.1.1 Postulat 1Etat quantique. . . . . . . oo oo e 1
1.1.2  Postulat 2 Evolution temporelle d'uetat quantique. . . . . . ... ... 2

1.2 Propretesobservables. . . . . . . .. e 4
1.2.1 Postulat 3 : Progiés observablesetémteurs. . . . . . ... ... ... 4
1.2.2 Postulat4:Mesureduneprogtd . . . .. ... ... ... 6
1.2.3 Postulat5: Moyenne d’'une pro@é physique.. . . . .. .. .. ... .. 7

1.3 Congquencesdespostulats . . . . .. ... .. ... .. ... 0. 10
1.3.1 Proptes destats stationnaires . . . . . .. ... .. . oL 10
1.3.2 Compatibilié des grandeurs physiques . . . . . . ... ... ... ... 11
1.3.3 Theoemevariationnel. . . . . . . . . . .. ... .. . 13
1.3.4 Principe gréral de spectroscopi€lements de tborie des perturbations. 14

1.4 EXErCICeS . . . . . i i e e e e e e e e e e e e 18
2 SYSTEMES MODELES SIMPLES 20
2.1 Particuledansunetie. . . . . . . . . .. ... 20
2.1.1 Badteuni-dimensionelle. . . . . . .. ... ... ... . o L. 20
2.1.2 Batetridimensionnelle . . . . . . .. .. ... ... .. .. . ... 26

2.2 Oscillateur harmonique . . . . . . . . . . . e 32
221 Potentiel . . . . .. e e 32
2.2.2 Hamiltonien . . . . . . . . . e 33
2.2.3 Oscillateur unidimensionnel : Solutions. . . . . ... ... ... .... 35
2.2.4 Oscillateur multidimensionnel : Solutions. . . . . . ... ... ..... 39

2.3 EXercices. . . . . . . .. e e e A2



TABLE DES MATIERES 2

3 SYSTEMES HYDROGENOIDES 46
3.1 Syskmesa deux corps : mouvements du centre de masse et mouvements relat4g
3.1.1 Hamiltonien . . . . . . . ... a7
3.1.2 Reférentielducentredemasse. . . . ... ... .. ..., 47
3.1.3 Sparation entre le mouvement du centre de
masse et le mouvementrelatif . . . . . ... ... .. oL, 49
3.2 Mouvementinterne . . . . . . . . ... e e e e e e e 51
3.2.1 Hamiltonien en coordoBms polaires. . . . . ... ... ... ...... 51
3.2.2 Constantesdumouvement. . . . . . . . . ... oo 53
3.2.3 Quantification d'un momentangulaire . . . ... .. ... ... .... 54
3.2.4 Sparation des variables en coordémes polaires. . . . . . ... ... .. 57
3.3 Orbitalesatomiques. . . . . . . . . . e e 60
3.3.1 Repesentations graphiques des orbitales. . . . . ... ... ... ... 64
4 SYSTEMES A PLUSIEURS ELECTRONS 71
4.1 Mockle deslectronsinépendants . . . . . . ... ... .. ... 0o 71
41.1 Hamiltonien . . . . .. .. 71
4.1.2 Orbitales et spin-orbitales atomiques. . . . . .. .. ... ... .... 73
4.2 PrincipedePauli. . . .. . ... 74
4.2.1 Synétrie permutationnelle . . . . . . ... Lo oL 74
4.2.2 Principede Paugnon@ gereral. . . . . .. .. ... ... ... 75
4.2.3 DeterminantsdeSlater . . . . . .. . ... ... 75
424 Principedexclusion. . . . .. ... L L 78
4.3 Atomes polglectroniques . . . . . . . ... 80
4.3.1 Configuratioelectronique deélements. . . . . . ... ... ... .... 80
4.3.2 Propetesdelements. . . . . . ... L 83
4.4 TermesS SPEeCHrauX . . . . v v v v v v e e e e e e e e e 89
4.4.1 Termespectral :&inition . . . . . . . ... ... .. ... ... 89
4.4.2 Addition de 2 moments angulairesed®s . . . . . ... ... ... 90
443 Exemples. . . . .. 91
4.4.4 Couplage spin-orbite :@tangedeLetS. . . . . .. .. ... .. .... 93
445 ReglesdeHund . . .. ... ... ... 94
45 EXErCICeS. . . . . o o e e 95
5 ORBITALES MOL ECULAIRES 100
5.1 Approximation de Born-Oppenheimer. . . . . . . .. .. .. ... ...... 101
5.1.1 Hamiltonienmdculaire. . . . . ... ... ... ... . ..., 101

5.1.2 Approximation de Born-Oppenheimer. . . . . . . . ... ... .... 102



TABLE DES MATIERES 3

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

Synetrie des orbitales : 'exemple des raolles ligaires. . . . . . . . ... ... 104
521 Greralites . . . . . . e 104
5.2.2 Mokcules lirgaires centrosyétriques. . . . . . .. ... ... 105
Methode LCAO . . . . . . . e 106
5.3.1 Principedelagthode LCAO. . . .. .. ... .. ... . ....... 106
5.3.2 Propr@tes qualitatives des solutions. . . . . . .. .. ... ... ... 108
Etudes de cas 80ifiqUes. . . . . . . . .. 114
5.4.1 H2+etmdiculesdiatomiquesA2 . . . .. ... ... ... ...... 114
5.4.2 Lefluorure d’hydrogne, HF. . . . . . . . .. ... ... ... ..., 124
543 LesmdculesH20etBeH2 . . . . ... ... ... ... ... ... . 128
Orbitales hybrides et lagthode LCAO . . . . . . . . . .. ... ... ..... 130
5.5.1 Orbitales canoniques et transformatians. . . . . .. ... ... .. .. 130
5.5.2 Orbitaleshybrides. . . . . . ... . ... . ... 133
EXEercices. . . . . . . o e 135



Chapitre 1

PRINCIPES GENERAUX

1.1 Etat quantique

Les principes gréraux de la racanique quantiqueé&noncent sous la forme de cing postulats. Le
premier postulat efinit la notion détat quantique. Cette notion vient remplacer le concegtiat’
classique éfini par la donée des positions et vitesses des particules constituant wensyste
second postulatéfinit I'@volution temporelle d’'urgtat quantique en nous donnaréduation de
mouvement quantique, appafiéquation de Sckdinger ; cetteequation joue le @me ble que

I’ équation de Newton en@&ganique classique.

1.1.1 Postulat 1 :Etat quantique

L'état dun sysme qui, classiguement est égifie par les coordoreges
(41, o, - - .), est compdtement écrit par une fonctioWw (¢, ¢o, . . ., t), ditefonction détatou fonc-
tion d’'onde dont le module au cagrdonne la dengtde probabilié de trouver instanté@&ment le
syseme dans la configuratidig, , ¢», . . .) au temps t.
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‘ P(q17q27'-"t) :| \P(Q17q27"'7t) |2 dqldquqN ‘ (11)

En corollaire, on doit avoir :

/|\If|2dV:1

En d’'autres terme¥ doit étre norngée. Par corexjuent¥ doit étre de ca& sommable. Notons
que néme nornge, U est cetermireea un facteur de phaserés. De plus, on demanadel d’étre
différentiable et finie partout.

1.1.2 Postulat 2 :Evolution temporelle d’'un état quantique

Sile syséme n’est pas pertuebl’évolution de somtat est gouvege par [equation de Scldinger
dépendante du temps

L
1~ v 1.2
"ot (1.2)

ou H est I'operateur suivant, appélhamiltoniendu syseme :

B N h? 82
H=3" (g ) gon + Vigaa (13)

Remarque :

On note que Bquation de Sclidinger (L.2) est du premier ordre par rapport au temps :
en cepit d’'une ancienne terminologie, ce n'est pas égaation d’onde. Elle &crit

1Un facteur de phase est un facteur complexe constant de module unitaire. Orepered’, ol § est un angle
quelconque, appebhase
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un ceveloppement temporeeterministe de Btat quantique : si la fonction &fat,
U, est connue au tempsg, alors elle est étermiree de fagon non-ambigua tout
temps ulérieur,t > t¢,. Que la fonction cétat,V, elle néme admet une inter@tation
probabiliste (selon lpostulat 1) n'implique aucunement que lagoanique quantique
soit non-gkterministe.

Etats stationaires :

Dans le cas o le potentielV (¢, ¢o, . . .) estindépendant du tempsorrespondana un syséme
conservatien mecanigue classique, il existe un ensemble de solutions pagtiesdi I'équation de
Schibdinger (L.2) qui sont de la forme

Ui(qr, qas - -5 t) = exp{(—%) Ekt} Ur(qu, s - - ) (1.4)

avecyy(q1, g2, - - .) indépendante du tempset satisfaisant

| Howlan, @2, - -) = Extdr(ar, o, - - ) | (1.5)

ca.d.yx(q1, qa, - . .) est ungonction proprede I'hamiltonienH avecvaleur propreEy.

Ces solutions particwdres @crivent detats spciaux appdlsétats stationaires L' équation aux
valeurs propresl(5) est souvent appé&le équation de Sclidinger incdependante du tempklle
définit lesétats stationaires et n’a un sens que si leesystest conservatif.

Toujours dans le cas d’'un sgshe conservatif, uatat quelconque,atrit par une solution@rérale
U, de I'équation de Sclidinger (L.2), peutétre cevelop en termes destats stationairegy,
selon

7

Uoen(qi, g, ..., 1) = z};ck exp{( h> Ekt} Ur(q1, 2, - .) (1.6)

Les coefficients;, dans ce dveloppement sont ighendants du temps et sogtermires de facon
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non-equivoque par Btat initial.

C’est surtout lequation de Sckdinger inépendante du temp4,.6), qui concerne la chimie quan-
tique : on cherche en effatobtenir les fonctions d’'ondeédrivant lesttats stationaires, et surtout
I état de plus bassenergie/’ état fondamentaldes atomes et des nealles. Les transitions ob-
senees en spectroscopie s'effectuent entreatats stationaires ; leuetermination est donc un
prérequis pour Btude de la spectroscopie. Cependant il faut bien se rappeler que &pgition
de Schivdinger dependante du temps(1.2), qui est l'equation fondamentale de laéaanique
quantique : elle joue le @me ble que Iéquation de Newton en @sanique classique, soit celui
d’'uneéquation de mouvement

1.2 Proprietés observables

Comment extraire de l'information sur les prdgéis physiques, encore apgals observables,
partir de la fonction cBtat ? Les postulats 3-5 de la&éoanique quantique nous apprennent com-
ment le faire. llsenoncent la quantification de ces observables comme unéeéral de la na-
ture au niveau microscopique. Cette quantification s’exprime @nadtiquement sous la forme
d’'une équation aux valeurs propres pour ureogteur hermitique ass@ la grandeur physique
conceree, postulats 3 et 4. La mesure de cette grandeur physique surdmeyspaé dans un
état quelconque donne une de ces valeurs queedithvec une certaine probakilit.e postulat 5
nous apprend comment la calculer.

1.2.1 Postulat 3 : Proprtés observables et ograteurs

A chague propét physique( (g, px) du syseme correspond un épateur lireaire hermitique)
construit selon laggle de correspondance suivante :

— coordonnées

qk — Gk (1.7)
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Comme cet oprateur est multiplicatif (multiplication pag,), on I'ecrit souvent sans I'accent cir-
conflexe, confondant I'ggrateurg;, avec la variabley,.

— impulsions conjuglées (quanties de mouvement)

R h 0O
Pk — Dk = —5— (1.8)
i Oqy

Les ogerateursj, etp, ne sont pas commutatifs. En fait, ils@bsent la relation de commutation
suivante

LGk, il = @b — pidr = oy | (1.9)

ou d;, le symbole d&Kronecker vaut0 si k # [ et 1 dans le cas contraire.

L'opérateur,GG, assod a une grandeur physiqué, s'obtient en substituant dans I'expression
classiqueG(p,q,t), de la grandeur les coordodesq = {q1, ¢, ...} et les impulsiongp =
{p1,pe, ...} par les oprateurs hermitiques correspondants. On prendra soin de rende&isyr®
I'expression obtenu pour assurer giesoit bien hermitique.

Exemples :

i. I'hamiltonien A, (1.3), est I'opérateur assoéia la propréete "energie”
I
E(pe, qr) =Y 5 T V(qk,t) (1.10)
my
En effet, 'operateur assoeia £ est
- Pi
E = — 4V t
On \erifie aigment que ceci est hermitique, vue I'hermitoites oprateursj,, etp,. Or

oo\ o?
~2 — v — _7-12_
Pr (z aqk> g}
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ce qui implique

2mk

A —h*\ 0? -
EZZ( )aq%*'v((Jk,t):H

li. Pour une particule se mouvant dans I'espace tridimensionelle :
I'opérateur assoeia la grandeusp, est

Ty + P2k

et non

TPy
car les deux oprateurs hermitiquesetp, n’étant pas commutatifs, le produif, n’est pas
hermitique.

iii. L'opérateur assoei la troiseme composante du vecteur momenétioueL = 7x 7, L, =
xpy — Py, €st simplement

Lz = xﬁy - ﬁzy
car[z, p,] =0et[p,, y] = 0; les deux produitsp, etp,y sont donc hermitiques, ainsi
que leur somme ou d#éfence.

1.2.2 Postulat 4 : Mesure d’une propréte

Soit O, une grandeur physique. La mesure(@elonne toujours une valeur propre de kspteur
hermitique assoéi O. En d’autres termedgs seules valeurs observables de la préferiO sont
les valeurs propres de I'ggateurO.

C'esta cause de ce postulat qu'il est important de s’assurer que toute giophysique soit
repesenkée par un oprateur hermitique. En effet, 'hermitiéideO assure que ses valeurs propres
o, sontréelles
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1.2.3 Postulat 5 : Moyenne d’une propréte physique

La valeur moyenne d’une progte physique?, quand le sysime se trouve danseat decrit par
U, est donie par

<0 >= % (1.112)
ou, plus simplement
<0>= / T OUdV (1.12)
si la fonction détatV¥ est bien norrae, ca.d. si
/ VAV = 1

Toujours dans I'hypotise que la fonction état U est nornie, uneexpressiorequivalentedu
postulat 5 est : La probabilié de trouver la valeur proprg, (de I'opérateur hermitiqu®), lors
d’'une mesure de la pro@te O effectiee au temps sur le systme quantique ppagé dans létat
décrit parV, est donie par le cag du module de la projection de la fonctioretit & sur la
fonction proprep, assodeea la valeur proprey, :

| Plow,t [ 9) =] {or | T) |” | (1.13)

ou la projection(y | V) est c.finie par

(o | W) = / iUV (1.14)
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et il était suppos que les fonctions propres. sont orthonorraes.
Interprétation :

Pour appéhender ce postulat, il est utile d'imaginer uestigrand nombre dépliques identiques

du syséme, pepagkes toutes dans leémeétat initial, . Selon lepostulat 4, la mesure de&)

sur chacune de€pliques, produira une valeur d&qui est pecig£ment une des valeurs propres
or. Cependand priori, on ne peut pas @dire laquelle de ces valeurs propres sera obtenu lors de
la mesure effectee sur uneapligue donie, et I'ensemble degsultats regt un caradre statis-
tique. Selon le cas, la distribution statistique desuttats de mesure deaura les caraétistiques
suivants

a. Si ¥ est une fonction propre (elleédrit unétat propre) d€ assodkea la valeur proprey,
c.a.d.

U = pp

alors des mesuregpetees de) donnent, toujours. Cette valeur serait donc obssnavec
certitude.

b. Si U nest pas une fonction propre dealors les mesuregpetees d& donnent chaque fois
une valeur proprey, différente : La mesure met le sgste dans Btat proprep, deO assocg
ala valeur propre, obseree. Chaque valeur propsg a une probabilé d’etre obserge qui
est donge par {.13. La valeur moyenne d@ est

<0>=Y 0 P(og,t| V) = /\I'*Oﬂfdv (1.15)
k
Démonstration :

L’ équivalence des deux formes dastulat 5, expringe par (.19, se &montre de la fagon sui-
vante : on sait qu& peutétre cevelopgee sur la base orthono&a des fonctions propres. deO.
On a ainsi

k

Montrons d’abord que les coefficientssont donges par les 'projections’ dé (14). En effet
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| 0) = [giwav
= ZCk//gO;;ng/dV
k.l
= ch/5kk/
k/

En passant de la dewthea la troisme ligne, on a utilis I'orthonormalié desy;. A cause du
O (Oppr Vaut O sik’ £ k et 1 sik’ = k) qu’elle contient, la somme séf se eduita un seul terme,
k' = k. On a donc bien

(or | ) = cy, (1.17)

Substituons maintenant cévkloppement d&, (1.16 , dans (.12 ; on obtient

<0> = / VOwUdV
ool
- %jgkjc;;,ck / 05 OppdV
- %:Zk:cz,ckok / oondV
= zk;%:cz,ckokékk,
= zk:C}:,CkOk

Finalement, rappelani(17), on obtient
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<0 >= /Q/*O\Pdv = o | (g | V) P=) opP(op,t | V)
k k

1.3 Con£quences des postulats

1.3.1 Proprietes destats stationnaires

1. La densié de probabilié | U.(q;,q,...,t) |* estincependante du temps dans état sta-
tionnaire. En effet, del(5), on \erifie que

| \Ijk(QIaQQa"'7t) |2:| ¢k(q17q27"')2 | (118)
qui est clairement ingpendante du temps.

2. La valeur moyenne de toute quaatjphysiqueG(p, q) ne comportant aucuneedendance
explicite sur le temps — a.d.9;G = 0 — est incependante du temps dans &tat station-
naire. En effet, selon Ipostulat 5

[ Ui(q, ) GUk(q, t)dV
JVi(a,t)Wk(q,t)dV

<G>

(1.19)
J (@) G (q)dV
[ (@) vn(q)dV

ol (i est I'opérateur hermitique ass@a la propréte physiques(p, q).

3. L'énergie a une valeur gecise, E = Ej, qui est maintenue constante duram@vblution
temporelle de tougtat stationnaird .
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1.3.2 Compatibilitée des grandeurs physiques

11

Il est clair que deux grandeurs physiques A et B ne sont mesurables sieméat) o.compatibles
gue si la @termination pecise de I'une n’emixche pas celle de I'autre. Ceci signifie que les fonc-
tions propres del doivent aussetre fonctions propres dB. Par conéquent, les deux grandeurs
physiques A et B ne sont compatibles que si lesrafeurs qui leur sont assésiadmettent des
fonctions propres communes. On montre que la condit&sessaire et suffisante pour que ceci

soit possible est qué et B commutent :

A, B| =0<«<= A, B compatibles

Exemples :

(1.20)

i. = etp, ne sont pas compatibles,cause de la relation de commutation fondamental@),. (

Par contrey etp, sont compatibles, toujours seloh ).

ii. Les trois composantds,, L, et L, ne sont pas compatibles ; en effet, on peut montrer que

'L, L,| =inhL,
'L, L.] =inL,
‘L., L, | =inL,

iii. Par contre, 'oprateur

1?2 = L2+L2+L2

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

assocd a la proprété | L |? (care de la longueur du moment étique) commute avec

n'importe quelle composante de:

{ZALQ, IA,OC}:O, a=x,Y,2

(1.25)

On peut donc édterminer simultaament la longueur dé et une et une seule de ses compo-

santes.
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Dans le contexte de la chimie quantiqua,l@n s’inteéresse augtats stationnaires des rgoliles,
états dénergieF précise rappelons-le, il est important et utile&ablir les propétes qui sont

mutuellement compatibles et compatibles avec E. Ce sordatestantes de mouvemebhesétats
stationnaires sont comiement et uniquement &gifies par la don@e des valeurs propres dg
et des oprateurs assogsa ces constantes de mouvemengslsouvent, ces proptes cenotent
l'invariance du systme dans certaines @mtions de sy#irie.

Exemples :
i. L électron de I'atome d’hydrame sent un potentiel de sgtnie splerique,V = —% (ecrit
en c.g.s. pour simplifier) ; son hamiltonien
32 2
B = <h> v & (1.26)
2m T

commute aved.? et L,, « = z par exemple (n'importe quelle composante conviendrait).
Le syseme admet donc deux constantes de mouvement, soit la longuéLetdene de ses
composantesl... Les états stationnaires de I'atome sont ainsafies par trois nombres
quantiquesy, [, m, assod@sa F, L? et L, selon

Ry

n—E,=—-——
n

I — (L*); =1(l+ 1)h?

m — (L,)m = mh

(On verra cesésultats en plus grandg&ils au Chapitre 3)

. L’ électron dang7, voit un potentiel de sy#trie cylindrique. La composanfe. du moment

cinetique électronique le long de I'axe internéclire (axe deg) est conser@e. En plus,
l'invariance du potentiel dans I'@ation d’inversion/ : ¥ — —7, par rapport au centre de
I'axe internuckaire (identifé ici comme I'origine des coordoies) permet la classification
desétats stationnaires selon leur cagaetde syratrie par rapporé cette opration. Par
exemple, letatlo,

est I'état de plus bassmnergie ayanL, = 0 (premierétat du typer), et de symdtrie paire
par rapport I'inversion.
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1.3.3 Theoreme variationnel

On a vu, lors de la@monstration de &quivalence des deux formes postulat 5, que
<0 >= /\If*éxpdv =Y o P(o.t | 0)
k

dans tougtatV (voir (1.15

Dans le cas particuligd = H, o, — Ej, et
/ U HUAV =Y B, P(Ey.t | 0) (1.27)
k
Soit £y, I'énergie de Btat fondamental du sysne, alors

E.>Ey, (1.28)

ce qui implique que
/\D*va =S B P(Et | 0) > Ey S P(Ejt| 0) = Ey (1.29)
k k

comme les quanés P(Ey, ¢ | V) sont positives et leur somme vaut exactenient

On obtient ainsi uné&sultat @réral que I'on peuénoncer sous forme deébreme :

Théeoreme variationnel:
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la valeur moyenne< E >y de I'énergie dans towttat U est toujours sugrieurea I'énergie de
I' état fondamental du syshe.

< E >y= / VHUAV > E, (1.30)

< F >y ne peutegalerE, que siv « 1, ca.d. qu'elle repesente exactemengtat fondamental
du syséme.

En imaginant un balayage de I'espace d&ds¥, on voit donc que< E >y atteint un minimum
absolu enl = v)y. Le theoreme qu’on vient dnoncer traduit donc un principe variationel, et il est
a la base des prédures de @termination appro@e dek, et par minimalisation de< £ >y
dans une classe restreinte de fonctigngui sont alors appedesfonctions d’essaiCes proédures
sont surtout utiles dans le cas la determination de¥,, ety par une réthode deé&solution directe
de I'equation de Sclidinger inépendante du temps s&re difficile ou impossible.

1.3.4 Principe gnéral de spectroscopie Eléments de tteorie des perturba-
tions

La perturbation d’'une métule par un chamglectromagatique externe faible permet de sonder
la structure de cette matule, ca d. se€tats stationnaires. Consitns par exemple I'action d’un
champélectrique oscillant

E(t) = Eycos(wt)
sur la moécule. Elle se traduit par I'ajou, I'hamiltonien, d’un potentiel d’interaction

~

Vini(q, 1) = fi(q) - Egcos(wt) (1.31)

ou /i(q) represente le moment dipolaire de la raolle ; on I'avaitcrit comme une certaine fonc-
tion des coordonges moéculaires, indigaes collectivement pat. Le nouvel hamiltonien est
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‘ H(t) = HO + ‘/m,t(q7t)7

(1.32)

ol H, décrit la mokcule libre. L'hamiltoniend (¢) depend maintenant explicitement du temps, et
la molecule perturbe devient un sy8te non conservatif qui, en soi, ne pess pas dtat station-
naire. Cependant, on peut toujousvdlopper une solution quelconqii€q, t), de I'équation de
Schibdinger (&pendante du temps, bien entendu), sur la base etengl orthonormale deégats
propres def,, ca d., destats stationnaires de la néalile libre.

W(g,t) = Y ex(t) exp { (—%) Ekt} De(q) (1.33)

k

On a ja renconte ce type de @veloppement I'équation {.6). La difference est qu'ici, les
coefficientsc;, dépendent de. En fait, substituant le&veloppement del(33 dans léquation de
Schidinger (L.2), notant que, paréfinition, Hyuy, = €1, avec< |1, >= O, ON Obtient, apEs
quelgues manipulations m&matiques, un ensemblegdjuations cougles pour les;, :

h
o

= Ze_(i/h)(fl_Ek)tcos(wt)Eo- < Urli(q) |y > ¢ (t) (1.34)
]

Le developpement @cedent est surtout utile quand I'on part d'état proprey; (¢) de la moécule
libre et quand le champ est suffisamment faible pour que I'on puisse supposer qu’en tout temps
(durant I'action du rayonnement externegtétV reste tés proche de, cad.,

Ck(t) ~ Ck(O) = 5k1‘ (135)

Notons que 1.35 ne cecrit qu’'une prengre approximation (on I'appell@pproximation d’ordre
zérd). En seconde approximatioafproximation d’ordre ), on obtient les coefficients, (), k #
1, en substituantl( 35 au membre de droite dé&.34), qui devient alors,



CHAPITRE 1. PRINCIPES GENERAUX

e T Eo- < tylii(q) iy > e~ M@=t cog(wi)
= Ey < Vil fi(q) [y > et (em + 671”) /2
(wir = (€1 — ) /D)
., Ocg(t) - . H(w—wip)t | —i(wtwie)t
ih=g= = Eo < Gplii(@)[gy > (7o) 4 emierant) g

Intégrant les deux membres de cette damequation deé’ = 0 at’ = ¢, on obtient

1. . ei(w—wlk)t -1 e—i(w-l-wlk)t -1
cn(t) = —Eo- < Uplfi(q) [ty > < - A

h (W — wik) (W ~+ wik

Il est commode deéécrire ce esultat sous la forme finale suivante :

?

h

Eo- < il fi(q) i1 > [Flw = winst) + F(w +w t)]

cr(t)

ou I'on a c&fini
(w % wip)t/2]

Flw i £ = (ko )t/2 S
(wEwi,t) =e (Wt wik)

16

(1.36)

(1.37)

(1.38)

Selon le postulat 5, la probabéitde trouver, au temps t, le sgate avec unénergieE = ¢, c.a

d. dans letaty)y,, est
P(E = Ck,t) = |Ck(t)|2.

Cette probabil# est aussi la probab#itque le systme effectue la transition dectaty, a I'état
1y sous l'action du champ. Avec I&sultat final de 1.37), on peutécrire cette probabikt de

transition sous la forme

| Pron(t) = o - | < lfi(@)[n > 7 [[F(w — wi, ) + Fw + wi, )] [ ]

(1.39)
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On peut @ja tirer deux observations importantes :

1. Lafigure ??) montre le graphe dé¢'(w +wyy, t)| vues comme fonctions de la frequence
de I'ondeélectromagatique incidente, pour une valeur tléxée et pour une &quence de
transitionwy;, positive. On voit clairement que, dans ce cas, le fackgur — wy, t) domine
largementF'(w + wyy, t), dans la egion des valeurs physiques (valeurs positivesy.den
peut dona&crire, poutvy;, > 0,

| Pron(t) = Eg - | < dlfi(@)[$n > PIF(w — wi, )] ] (1.40)

En outre, la fonctionF'(w — wyy, t) est fortement local&e au voisinage de = wyy, la
localisation devenant de plus en plus acceatpour des valeurs deroissantesA la limite

t — oo, On peut dire que la transition— £ ne peut se produire quewsi= wy; exactement.
C’est la fameuse condition désonance de Bohr : De la radiation ne petreémise (ou
absorlee, dans le cas;, < 0) que si sa fequence correspond exactemaita frequence de
transition.

2. La probabilie de transitionP; . (¢) est proportionnelle au cé&du module de l'irggrale

< U@l >= [ davila) (@) (a) (L41)

appelee moment de transition, pour la transitibn— k. Dépendant de la sy@trie du
syseme consiére, cette ingégrale n’est §réralement non-nulle que si certaines conditions
sont remplies. Elles sont appatisregles de slection On verra dans les chapitres suivants
des exemples concrets de tellegles de slection.
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1.4 Exercices

1. Verifiez que la fonction &finie par lesequations {.4) et (1.5 est en effet une solution de
I’ équation de Sclidinger (L.2).

2. Donnez un exemple de Sste non-conservatif.
3. Verifiez que le second membre dedj satisfait bien Iequation de Sclidinger (L.2).

4. Les fonctions propres d& peuvent toujourgtre construites orthonoréees, dans le sens
gu’elles satisfont

[ iidv =y
ou & vaut 1 sik = [ et 2ro dans le cas contraire. En utilisant cette déenmontrez que les
coefficients;, de (L.6) sont cetermires par
o = / Wi o (t = 0)dV

ou ¥, (t = 0) décrit I état initial au temps = 0.

5. En utilisant (L.6), et les Esultats de I'exercice pedent, montrez que,dme si un sysime
conservatif n’est pas dans @tat stationnaire, la probabilé qu'il posede uneénergiel =
E, E, étant une valeur propre de I’hamiltonigii, est independant du temps.

6. (*) Soit deux oprateurs hermitiquel, B commutatifs, & d.
[A, B] = 0.

Soita une valeur proprenon-dégenéréede A, c.a d. qu'il n’existe,a une constante multpli-
cative pes, qu'une seule fonction, satisfaisant

AgOa = APq-

Montrez quep, est alors ecessairement fonction propre de
7. (*) Montrez les identiés matmatiques suivantesi( B, C' sont des orateurs ,\ est une

constante) :

(a) [/\A B] = MA, B],

(b) [A, B] = —[B, A],

(c) [A,B+C]=[A,B]+[A,C],
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(d) [4, BC] = [A, B]C + BJA, ().
8. (*) Les trois composantes du vecteur momenétique sont

z = Iﬁy - yﬁz

~
8

I
<
S
W

|

N
>
<

h
<

|

N
s
8

8
s
8

~

En utilisant les esultats de I'exercice predent, et en se rappelant les relations de commu-
tation fondamentales1(9), démontrez la relation de commutation

(L, L,) = ihL.

9. (*) en admettant les relations de commutation cyclique®)-(??), démontrez que

ou[? =12+ L%+ L2



Chapitre 2

SYSTEMES MODELES SIMPLES

2.1 Particule dans une btte

2.1.1 Badte uni-dimensionelle
Potentiel

Ce syseme est dcrit par le potentiel suivant

V(iz) = 0 O<z<L
V(z) = o0 ailleurs

Comme l'illustre la figure2.1, ce potentiel comporte un mur irapétrable env = 0 etx = L.
A cause de ce mur de potentiel infiniment haut, la particule ne peut pas se téoleeterieur
de l'intervalle/ = [0, L]. Sa fonction d’onde doit&cessairement s’annuleési quex atteint
les bornes de I'intervalle. Par catuent, on ne doissoudre equation de Sckidinger que pour
x € I, ca.d. 'equation

20
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/

FIG. 2.1 —Potentiel d’'une particule dans une® unidimensionnelle

R\ d(z)
<_%> o = E() (2.1)
avec conditions aux bornes
P(0)=0,  P(L)=0 (2.2)

Solutions

L’ équation diférentielle 2.1) admet comme solutionggérale

Y(x) = Cysin(kx) + Cy cos(kx) (2.3)
avec
| = Y2ME 2hmE (2.4)

Limposition de la premére condition aux borneg(0) = Csin(0) + Cycos(0) = 0 implique
Cy =0, et (2.3 se éduita
Y(z) = Cysin(kx).

La seconde condition aux bornes, se lit alors

(L) = Cysin(kL) =0,
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ce qui implique que le produktZ est un multiple entier de, ou

kp = n € N* (2.5)

On ajoint I'indexn a k pour sgcifier que cette quanét(un nombre d’onde)&pend du nombre
guantiguen. Notons que seules des valeurs erds positives de sonta retenir, car en changeant
le signe den, on ne fait que changer lghasede la fonction d’onde. On note aussi que la valeur
n = 0 a éte exclue car elle donnerait une solution inacceptable, la solution trivigte = 0,

Vr e [.

Quantification de I'énergie

Rappelant la relation entieet I'énergieF, (2.4), on obtient deZ.5) une loi de quantification de
I énergie
k2 h*nn?

E, =
2m 2mL2
Oou encore
n’h?
- N* 2.6
"= ne (2.6)

On voit clairement dans ce cas, que la quantification deelfgie &coule de I'imposition des
conditions aux bornes2(2) ou encore du caraete de la fonction d’onde qui doétre de cag
sommable.

Propri étés desetats stationnaires

On a troue dans les paragraphegpdents que les fonctions propresidessodkes aux valeurs
propresE,, de .6), sont de la forme

nmwx

Un(x) = Cy sin(T) (2.7)
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oun est un entier non nul. La constarite dans cette expression eg&tdrmirée par normalisation,
c.a.d. par la condition

/OL | () |2 dz = C2 /OL SiﬂQ(?)dx —1 (2.8)

On trouve alorg’; = \/% et I'expression finale de la fonction d’onde asge@i la valeur propre

E,, selitdonc
() = @m(?) (2.9)

On peut @duire de cette expression les prét@s principales suivantes des fonctions d’onde
décrivant lesttats stationnaires de la particule dans une boite :

i. Orthogonalig et proprétes nodaled.a figure2.2 montre le graphique des fonctions et
des densés de probabilé | 1, |* pour les quelques premiers niveauxérgieE,. On
remarque que, en plus des points- 0 etx = L, ¢, a(n — 1) zéros sit@s en

r =z, =mL/n, m=1,2,..,.n—1

Ces points, 0 la fonction d’'onde et la denside probabil# sont nulles, sont appe#points
nodauxou simplemenhoeudsle la fonction d’onde. Le nombre de noeuds augmente quand
n augmente, @.d quand I'on pass& desétats de plus en plus exe#. La fonction d’onde

11 de I'etat fondamental (sitia £ = £ = Sr’r’%) n'a pas de noeuds, celle du premétat
excite, i, d’'énergieF = F, = 4E7, a un point nodal, celle du dewtheétat excié 3

a deux points nodaux, etc... La variation des pietps nodales des fonctions, quandn

varie traduit I'orthogonalé desétats stationnaires @hergie diferente. En effet, onérifie

aieament qu€, | 1,,) est nul quandn # n

o lvm) = [ (@@= [ o7 sin("T
2 L | (n—m)mx (n+m)rz
= 7/ {cos [T] — cos [Tl } dz

A=l

L “n [(n + m)ﬁx] }

(n+m)m L

L

Il
o

0
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ii. Position etimpulsion moyenn€omme on peut le voir sur la figu&?2, la densié de proba-
bilite | v, |* assodkea toutétat stationnaire de la particule est syétrigue par rapport au
point médianx = L /2.

On anticipe donc que la valeur moyenneadsera exactemeégalea L /2 dans un tektat.
En effet

<xT >

[ bnta)ria(a)ds

9 (L
= z/o sin%?)xdw

1 L 2nmx
= Z/o {1—005( 7 )}azda:

1 L L 2nmx
=7 {/0 xdx — ./0 cos( 7 )xdx}

_ i{lx2)L_( L )[Sin(me)x

L2 0 2nm L

1 (L? L L onrr . |*
e — - — ((— 0_

L{Q (2n7r)l (2n7r>cos( L >01}

ce qui donne finalement
<x>=—. (2.10)

On \erifie aigment aussi que la valeur moyennepgela quantié de mouvement le long de
x, est nulle dans tolétat stationnaire, a.d. que

< p. >=0. (2.11)
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e

I
'y

<L

|..|
[
e

FIG. 2.2 —(a)Fonction d’'ondey,, et (b)densi de probabilié | v, |?, n = 1,2,3,4, pour une
particule dans une [ite unidimensionnelle
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2.1.2 Bate tridimensionnelle

Potentiel etequation de Schiodinger

On consi@&re maintenant une particule se mouvant librement danste timiimensionnelle de la
figure2.3. L' énergie potentielle de ce sgshe est donge par

z

Yy
FIG. 2.3 —Baite tri-dimensionelle
V(z,y,2) = 0 O<z<a, 0<y<b 0<z<c
V(z,y,2) = oo ailleurs

Comme dans le cas unidimensionnelle, les murs de potentiel infirdemept la particule de quitter
la bdte, et la fonction d’onde n’est non nulle que palse trouvant l'intérieur de la boite. Elle
s’annulle recessairemened que I'un des murs est atteintéfjuation de Sckdinger que I'on doit
résoudre est donc

h? 82 62 82

2m



CHAPITRE 2. SYSTEMES MODELES SIMPLES 27

et les conditions aux bornes se lisent

Y(x=0,y,2) =9 =ay,z) =0, (2.13)
v(x,y,z2=0)=1¢(z,y,2 =c) = 0. (2.15)

Solutions

Notons que I’hamiltonien du sy&ne est de la forme

|H=H,+H,+H,, (2.16)
ou 2\ o2
H¢E<—2>;ﬂ, (2.17)
. h2\ o2
H=|-—)— 2.1
Y < 2 >8y27 ( 8)
- R\ &
= (_%) z (2.19)

Une telle forme est diteéparable : 'hamiltonien est une somme dBogteurs individuels?;,
chacun ne dpendant que d’une seule variable ou éege liberé ¢;. Cette forme traduit le ca-
racere incependant des mouvemensctits par les variableg. Rappelons-nous que la probabi-
lité conjointe de deukrvenements ingpendants est le produit des probaédiindividuelles des
deuxévenements, prisspaément. On s’attend doricce que la dengtde probabili de pesence
dans I'espace de configuration multidimensionnel soit, dans leicéiamiltonien est de forme
separable, un simple produit de deisitde probabilé individuelles. En fait, la formegparable de
I’'hamiltonien permet uneéparation de variables sur la fonction d’'onde ellerne.
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Séparation de variables

Ecrivons les solutions de (12 sous la forme

| (z,y, 2) = E(x)0(y)¢(2), (2.20)

d’'un produit de trois facteurs : le premiér,ne cepend que de, le secondy, ne epend que de
vy, et le dernier facteuf est une fonction de seulement.

SubstituantZ.20) dans £.12), on obtient

~

IW)C(2) [Hol ()] + E(2)C(2) [Hy(y)| + E(2)0(y) [HoL(2)] = BE(2)0(y)¢(2)
ou encore, en divisant les deux membres de ced a0 (y)((z) :

&(x) H,o()] + o [HL(2)] = E. (2.21)

Cetteéquation demande que la somme des trois termes dans le membre de galEedesoiine

constante. Chacun de ces trois termesémeddant que d’'une et une seule variable, pour que leur

somme soitgalea une constante, il faut que chaque terme soit léhma constant. En effet, en
prenant la érivee des deux membres d&41) par rapportx, par exemple, on a

g [A5@)]}
dx

=0
ce qui signifie qu% [leg(:z:)} doit étreégalea une constante ; appellonsfa, on a alors

H,6(x) = But(a). (2.22)
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De méme, on obtient )
H,9(y) = E,9(y), (2.23)

et K
H.((2) = EC(2). (2.24)

ou E, et £, sont des constantes.

Notons que chacune désguations 8paees que I'on vient d’obtenir, pour le mouvement de la
particule dans les trois directionsy et z, est 'équation de Sckidinger dans une boite unidimen-
sionelle. Ainsi, £.22) décrit le mouvement dans la direction dedimité a l'intervalle [0, o] ; elle
doit étre Esolue avec conditions aux bornes

Ew=0)=0=¢&@ =a), (2.25)

De méme, .23 décrit le mouvement dans la direction debmité a l'intervalle [0, b] et doitétre
résolue avec conditions aux bornes

Yy =0)=0=1v(y=0»), (2.26)

Finalement, 2.24) décrit le mouvement en restreinta 'intervalle [0, ¢]. Elle exige les conditions
aux bornes

((z=0)=0=((z=0). (2.27)

2 AL A2 h?
=/ —sin(—— E.,\= A€ N*, 2.28
5)\(1’) \/;SIH( )7 A Sma2 < ( )
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2 . pumy i’ \

d,(y) = \/;sm(T), E,,= - e N, (2.29)
2 . vmz v2h? .

C(2) = \/;sm(T), E,,= —— v e N (2.30)

En résunt lesétats stationnaires de la particule dans la boite tridimensionnelle secifisp par
trois nombres quantiques entiers strictement posiifg,etr : Les fonctions d’onde sont

B i AT, . uTmYy. . UTZ 231
e, ,2) = | o sin ) sin 7Y sin (), 2:31)

et leursénergies sont

h2 )\2 M2 1/2
E)\,uu:8—m{?+§+§}. (2.32)

La technique deéparation de variablesthillee ci-haut, partant d& (20 pour aboutira (2.31) et
(2.32), n'est applicable que parce que I'hamiltonien est de forepagable. On é&rifie aigment,

en utilisant 2.31), que la densé de probabili tridimensionnelle ., (x,y, z) |* est le produit

des densés de probabilé unidimensionnelles, &\ (x) |2, | 9,.(y) |? et] ¢.(z) |>, comme on
l'avait anticipe. On note aussi queéihergie de mouvement dans I'espace tridimensionnel est la
somme deg€nergies de mouvement dans les trois directignset = : I'ind épendance de ces trois
directions, ou deg@s de liber, implique donc I'additivié de leurenergie.

Dégenérescence et lede de @genérescence

On note que, dans le cas ta bdte est un paradllepipede irégulier, c’esta-dire quex # b # ¢,
le potentiel est comptement asymatrique, et tous les niveaux sont no@edréres :a chaque
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niveauE),,, ne correspond qu’un seétat, ecrit pary,,, (z, y, z). Par contre, dans le casi ¢e
potentiel possde une symétrie, traduite par Egali€ d’au moins deuxdatés de la biie, certains
niveaux sont dgererés. Par exemple, dans le cas d’'un@&dcubiqueas = b = ¢, chaque niveau
E\. avech # u # v est sextuplementaderére, les sixetats qui y sont ass@seétantyy .., ¥,
Yuws Yorps Yo €11, (ils sont obtenus en condichnt toutes les permutations possibles de,
v). De méme, un niveal,,,, ou deux des nombres quantigues., ¥ sontégaux, est triplement
degererg, les troisttats assoésétantiyy ., ¥, x €ty. Ainsi, les deux premiers niveaux d’'une
particule dans un bte cubique sont

1. Niveaufondamental E, = % non cegerére, le seuktat yétant assoéiesty ;.

2. Premier niveau exd#t: &) = 8%‘22, triplement @gerere, les troisetats yétant assoéis sont
112, Y121 €111

Partant d’'une bite symnetrique, par exemple la ite cubique que I'on vient de congicer, une
levee de égererescenceles niveaux est obtenue eefdrmant la bite, car une telle &éformation
réduit la symnétrie du systme. On distingue deux cas :

— Lewee de égererescence partielle Deux des trois @tés demeurenégaux,a < b = ¢, par
exemple, et le cube devient un paed#bipedea base caée. Le niveaur; du cas cubique se
scinde en deux niveaux :

E; = FEo11 > By = Ei19 = gy

Le niveauF, est non-&gerére, mais le nivea, demeure dgeréré : deuxétats y sont assas,
lesétatsy 1o et1)a;.

— Lewee de égerérescence comgle: Aveca < b < ¢, le niveauF; du cas cubique se scinde en
trois niveaux non-égererées :

E; = Eo11 > By = Fi91 > B3 = Eqpo.

La discussion ggcedente sed illustrer la relation entre la symétrie du systme et la égerérescence
des niveaux : Un de@rde symratrie €lewe favorise plus I'apparition de niveaukgerérés qu’un
faible degé de symratrie.



CHAPITRE 2. SYSTEMES MODELES SIMPLES 32

2.2 Oscillateur harmonique

2.2.1 Potentiel

Ce syséme est un masgle des vibrations métulaires, et est re@seng par un potentiel du type

— Molécule diatomique

Viz) = m;" 22, (2.33)
— Molécule polyatomique
1
Vig) = 5> wiaf (2.34)

Les quantiésw, dans .33, etw? dans R.34), sont des fequences (ou pldt, plus correctement,
des pulsations) vibrationnelles d’une raolile, diatomique dans le premier cas, et polyatomique
dans le second cas. Dar’s33), la variablex repesente Elongation de la liaison entre les deux
atomes A et B dans une n&alule diatomique AB, c’est-direx = (R— R,.,), ou R est la longueur
instantage de cette liaison, &t., est sa valeur &quilibre. Dans le cas d’'une nélule poly-
atomique, le potentiel&trivant les vibrations métulaires ne prend la forméarable deZ.34)
gu’en terme de variables spialesg; qui denotent des mouvements collectifs des noyaux, et qui
sont appeétesmodes normaux de vibrationdne mokcule comptaniV noyaux a3N — 6 modes
normaux de vibrations si, dans sa configuraticeogiilibre, la moécule est non-lieaire, eBN — 5
modes normaux si la métule a une configuration &juilibre liréaire. La figure?.4 illustre les
trois modes normaux de la némlule d’eau

Pour comprendre la signification d’un potentiel de la forme quadratique, tel qué& do@r83
eta (2.34), prenons le gradient (laédivée) du potentiel par rappoatz ou ¢;. Ainsi, dans le cas
unidimensionnel, la&rivée deV (z) par rapportx donne une force de rappel

F = —ka, (2.35)
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f ! y
0 0 0
H H R M H H

FIG. 2.4 —Modes normaux de vibration d&,O

avec une constante de forkelonree par

k= mw?. (2.36)

On sait qu'une telle force de rappel cagtde la dynamique d’'un mouvement oscillatoire, tel
gue celui d’'un ressort parfait : les vibrations @cllaires sont, dans une bonne approximation,
de tels mouvements oscillatoires autour de la configurati@gudiibre de la mdicule. La fi-
gure2.5illustre graphiguement comment cette approximation harmonique s’obtient d’'un potentiel
moléculaire @crivant plus exactement les vibrations d’une @cole diatomique dans sdtat
électronique fondamental dans I'approximation de Born-Oppenheimer (voir chapitre 5).

2.2.2 Hamiltonien

L’hamiltonien cecrivant les vibrations métulaires dans I'approximation harmonique est donc

— Molécule diatomique

om | da2 2

2 2 2
i (—h—> @ me (2.37)

— Molécule polyatomique
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FiG. 2.5 —Potentiel moéculaire exact (en trait fin) &rivant les vibrations d’'une metule diato-
mique, et son approximation harmonique (en trait fonc
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G
H= Z{ X 5%261?} (2.38)

L’hamiltonien de R.38 est clairement de formeeparable : c’est une somme d’hamiltoniens uni-
dimensionnels, chacun népkendant que d’'un seul moglecomme variable, et&trivant ce mode
commeétant un ressort, ou oscillateur harmonique de masse unitaite 1) et de féquencey;.
Par congquent, uneé&paration des variables est possible,&aduisant lequation de Sckidinger
indépendante du temps 8tV — 6 (ou3N — 5) équations du @me type que celle d’un oscillateur
harmonique unidimensionnel. Il suffit donc desoudre Equation de Sckdinger unidimension-
nelle

{( h ) diz + m;" x2} W(x) = Bi(z). (2.39)

2.2.3 Oscillateur unidimensionnel : Solutions

Quantification de I'énergie

On trouve queZ.39 ne posede de solutions normables quies valeurs dednhergie quantiéie
selon la loi simple suivante (voir praiohe 8)

E,

1
(v+ §)hw,v € N. (2.40)

Les niveaux cénergie de l'oscillateur sont doiggjuidistants, et le premier niveau se sifieo /2
du fond du potentiel. Ce niveau fondamental est aopehiveau £ro de I'oscillateur. Chaque
niveauk, est non-@gerére et la fonction propre ass@a est de la forme

y(z) = N,H, \/ exp{——:c } (2.41)
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ou N, est une constante de normalisatior(¢) est un @lyndome, apped pdlyndme d’Hermite,
de la variable . Le tableaw?.1 donne I'expression explicite des premietdymomes d’Hermite.

Ho(§) = 1

Hy(§) 2¢

H2<§) - 452 -2

Hy(€) = 86 —12¢

Hy(€) = 16&* —48¢2 412
Hs(&) = 32€° —160€3 + 120¢

TAB. 2.1 —Expression des premier®lynomes d’Hermite.

La figure2.6montre le graphique des pre@nés fonctiong, () ainsi que celui de leurs densitde
probabilie de pésencd ,(z) |*>. On note les rdmes structures nodales que celles des fonctions
propres d’une particule dans unéeiteouni-dimensionnelle. Dans la limite deédrgrandes valeurs
dew, la distribution de probabilt se rapproche de plus en plus de celledjte par la recanique
classique, dans laquelle, I'oscillate@éside pour la majeure partie du temps au voisinage des points
de rebroussementfinis par l'intersection du potentiél(z) avec le niveau E. Cette tendance est
illustreea la figure2.7.

Spectroscopie vibrationnelle

Le moment dipolaire d’'une metule diatomique dans sétatélectronique fondamental estigeralement
une fonction analytique de la distance inter@adte 2. On peut donc la &elopper, enérie de
Taylor, sous la forme

F(R) = eluo + (R — ROW(R) + o (R~ R (R) + .+ (R — R)FuM(R) + )

k!

(2.42)

ou o = p(Re) ety 1, ...u*(R,) sont les prendire, seconde egéralement kéme erivees de
'amplitude deji par rapporé R, toutesévallees enr,.

Si toutes cesérivees sont nulles, c’eatdire que le moment dipolaire permanent est une constante
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FIG. 2.6 —Les premiers niveaux éhergie de I'oscillateur unidimensionel avec (a) leur fonction
propre asso@e, (b) la distribution de probabiktde pesence assaee.
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FiG. 2.7 —Distribution de probabilié de pesence assagea v = 30 d’un oscillateur harmonique
unidimensionel
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par rapporé R, alors
< w|i(R)|v >= €y < v|v" >= Eugdy

et aucune transition vibrationnelle ne serait possible, car, selah&9.¢u chapitrel, P, ., (t) =

0 dans ce cas, et ce pour toute pairev’ # v). On ne peut donc avoir une spectroscopie vibration-
nelle que si la macule diatomique pogse un moment dipolaire permanent qui varie de fagon
non-triviale au cours des vibrations.

Trés souvent, laégie 2.42 est domie par le terme ligaire ent = (R — R.) et le moment de
transition gouvernant le spectre vibrationnel purésuita

<v|g(R)|v' > = e (R.) <v|[(R— RV >=eu'(R.) < v|z|v) >
o & (Re) (V0 + 160041 + V000 1) (2.43)

(voir probleme 8 pour la @monstration de ceésultat), d’'ai la regle de &lection :

‘Av:v'—v::tl ’ (2.44)

bien connue en spectroscopie vibrationnelle.

2.2.4 Oscillateur multidimensionnel : Solutions

Pour un oscillateur multidimensionnekctit par .38 et mocklisant les: modes normaux d’'une
molécule polyatomique, on obtient, &srla €paration de variables menticsmpeccdemment

— Quantification de Energie

1
By =3 (vi+ Hhwi, v €NVi=123,...n. (2.45)
— Fonction propre
Wi Wi
w{v}(%‘) = Ny HHvi(\/ %%) exp{—ﬁqiz}. (2.46)

— Regles de slection:
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Il suffit de remplacer le @veloppement de eq.¢42 par

fi(q;) = €lu(0) + Z qipi(0) + ; > 6igi(0) + -] (2.47)

ou 41;(0), 1;;(0)... sont des @rivées deu par rapporéig;, ¢; €t ¢;, toutesevalleesa la georretrie
d’equilibre de la mddcule. Eq.2.48 se geréralise en

<o|E(R)V > = E'Z,ui(()) < V1, Vg, g, iU, VG, L0 >
X _‘Z :uz (\/ v; + 61}’ w41 + \/_51;’ vzfl) (248)

et les egles de &lection pour le cas de modes sont

| Av;==41,i=1,2,..n| (2.49)

Aftitre d’exemple, considrons la maéculeSO, dans I'approximation harmonique. Les trois modes
normaux de cette metule sont

— mode de valence syn#trique,v; = 1151,4 em_q,
— mode de éformationy, = 517, 7 ecm_y,
— mode de valence asyn@tmique,v; = 1361, 8 cm_;.

Le tablealk.2compare les fdictions tieoriques du spectre vibrationnel de cette@aale avec les
observations exgrimentales. On note que I'approximation harmonique donne une image &bet fid
des vibrations de cette n@ule. On note aussi que les inteésitles bandes du spectre confirment
la regle de élection .49, c.a d. la dominance du terme égire dans le@&veloppement de(q;).
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vy | va | v3 | (AE/hc) obsenees| Intensié | (AE/hc) prédites
00| O - - -
1/0]0 11514 565 11514
0,1]0 517,7 455 517,7
0|01 1361,8 1000 1361,8
0[3]|0 1535,0 0,1 1553,1
1/1]0 1665,1 0,1 1669,1
0|11 1875,6 6,0 1879,5
2100 2295,9 55 2302,8
1701 2499,6 20,0 2513,2
0|0 2 2715,5 0,2 2723,6
21 1]0 2808,3 0,8 2820,5
1111 3011,3 0,02 3030,9
3/0/|0 3431,2 0,01 3454,2

TAB. 2.2 —Transitions obse®es dans le spectre vibrationnel 86),, compakées aux pedictions
théoriques bases sur I'approximation harmonique. Les inteasitles transitions sont relativas
la transition (000) — (001), qui est normalige arbitrairemeng 1000
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2.3 Exercices

Particules dans une bite

1. Montrez que< p, >= 0 dans tougtat stationnaire de la particule dans une boite unidimen-
sionnelle.

2. Montrez que

exp(ikx)
VL

est une fonction propre de I'@pateurp,. Quelle en est la valeur propre %vfiez que cette
fonction propre est bien noree sur la boite/ = [0, L].

3. On peut e-<€crire ¢, (), (2.10 sous la forme

- \1/5 {exp(z'kn:c) _exp(—iky) }

En utilisant les esultats de I'exercice predent, @terminez la probabilé que I'impulsion,
p., de la particule pepaie dans ktaty,, vauti)—hk,, i) +hk,, iii) une valeur quelconque
autre quethk,.
Pouvez-vous expliquer I&sultat< p, >= 0 sur la base de vos observations ?
4. Soit une particule dans une te unidimensionnell®, L]. On supposera que cette particule
est péparee au temps = 0 dans I'état norné suivant :
4

U(z,0) = T {iwl(x) - i%(af)}

Yala) = @ sin (<)

est la fonction propre norére deH assockea la valeur propreE,, = n2h?/8mL?.

ou

(a) En céduire I'expression de la fonction&tat W (z, t) & un temps > 0.

(b) Déterminez la probabilé de trouver, au temps t, la particule péssint
— uneénergieF = F,
— uneénergieE = FEj3,
— une impulsiorp, = +nh/L,
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— une impulsiorp, = —37h/L

5. En theorie ciretique des gaz, une mole d’'un gaz parfait est unesgstde/N, mokecules
consicerees comme des particules emendantes, se mouvant librement dans unte low-
bique de 6té L.

(a) Ecrivez 'hamiltonien de ce sysné.

(b) Quelles sont, en urétde E; = h?/8mL?, I'énergie de letat fondamental et celle du

premierétat excié du systme ? Donnez laéterérescence respective de chacun de ces
niveaux.

(©) Ecrivez la fonction d’onde&trivant I'état fondamental de ce sgate.
6. Une particule de masse est contrainted se mouvoir dans une tie carrée de &té L.

(a) Construisez un diagramme de niveaukrrgie pour ce sydime, montrant tous les
niveaux dénergie inérieurea £ = 13(h?/8mL?). Indiquez la @gerérescence respec-
tive de chaque niveau.

La bdte bidimensionnelle caée peutetre utilisfe dans un marde simple de la chlo-
rophylle, un systme de 2@&lectronsr conjugles dans un plan.

(b) Ecrivez I'hamiltonien écrivant ce sys&ime en traitant les 2&lectronsr comme des
particules inéépendantes se mouvant dans lateo

(c) Esquissez toutes legmarations de variables que I'on doit effectuer po@cdre les
états stationaires de la chlorophylle dans ce mled

Oscillateur harmonique

7. Par une certaine technique d’excitation au laser, on(apéparer, au temps = 0, la
moleculeH Cl dans I'&tat vibrationnel norra suivant :

¥(,0) = = {tola) — (o))

ou,(x),v =0,1,2,...sontdes fonctions propres noees de I'hamiltoniett/ de I'equation

(2.37).
(a) En céduire I'état vibrationnel de la mélcule¥(z,¢) & un temps > 0.

(b) Déterminez la probabilé que la macule ainsi peparee posede, au temps t
— uneénergie vibrationnelle dé3/2)hw,
— uneénergie vibrationnelle dé5/2)hw.

Utilisez les symboles de sommatidn et de produif .
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(c) Calculez la valeur moyenne de&hergie vibrationnelle de la metulea un temps >
0.

8. On consi@re dans ce praime un oscillateur harmonique unidimensionrédfimi par I'équation
(2.37).
(a) Verifiez que
W o

Yo(z) = exp(—’;—hx ) (2.50)

est la fonction propre dé/ assocéea I état fondamental de I'oscillateur.

(b) Définissant

at = &x _ : 5
Vot T ot
avecp, = (h/i)d/dx, montrez que), = ', est une fonction propre de avec valeur
propre 3hw /2.

L’'opérateura’ et son conjugé hermitique (adjoint),

(2.51)

. o [
e p
2h \/Q;Lhwp

jouent un ble central dans la teorie quantique des vibrations harmoniques. lls sont
appelks opgerateurs de aeation et d’annihilation respectivemesittause des relations

(2.52)

suivantes
dva(x) =Vvuv+ 1¢v+1(x) (253)

qui decrivent I'action de ces dpateurs sur les fonctions propres ndeesy, de H.
(c) Démontrez la relation de commutation suivante :

[a,a] =1 (2.55)
(d) Démontrez la relation suivante :

H = hw(a'a + %) (2.56)

(e) Verifiez quey, o alyy (11 a et definie ci haut) est fonction propre dé avec valeur
propre5hw /2.
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(f) En employant les propgiés qu’on vient de citer des émteursa, a', (2.59, (2.54) et
(2.59 incluant leur cefinition, .52 et (2.51), démontrez, pour tolétat stationaire),
de l'oscillateur harmonique, le€sultats suivants :

L <z>=0,
. <p, >=0,
i, <a?>= ”%(v +3),
iv. <p?>=phw(v+ 1),
V. < By >=< Eppt >= 1By
(g) Démontrez la relation suivanteggle de &lection) :

h
< vlx|v >=ger< Yy|x|thy >= HQM—W(\/U + 18y 11 + V00 1) (2.57)

9. Lafonction suivante, app@&é fonction de Morse, est souvent uéiBscomme un mete plus
réaliste du potentielé@gissant les mouvements reaites de macules diatomiques :

U(x) = Do(1 — e P7)? (2.58)

ouz = (R — R.) etD, est'énergie de dissociation de la néalule. Ceveloppez la fonction
U(z) en %rie de Taylor au voisinage de = 0 pour obtenir, au second ordre, un potentiel
décrivant un oscillateur harmonique. Comment la constante de force, donedadnce de
I'oscillateur sont-elles rekes aux paragtresD, et 5 de 2.59 ?

Pour HCI, D, = 7,31 x 1071 Jet3 = 1,82 x 10'° m~!. Calculez la constante de force
de rappel def{ C1.



Chapitre 3

SYSTEMES HYDROG ENOIDES

On consi@re dans ce chapitre la quantification d’un eys¢ @rerique comportant deux corps
(particules) en interaction mutuelle et se mouvant dans I'espace tridimensionnellerrm®ntdera

dans un premier temps que, si Bparation des variables dynamiqué&sidvant individuellement
chacun des deux corps est impossible, par contre, le mouvement d’ensembleeduesfcsiui

du centre de masse) et le mouvement interne, dit encore mouvement relatifegargides. En
outre, si le potentiel est centro-sginique, le mouvement interne peut encore seothposer en

un mouvement de rotation et un mouvement radial. La quantification du mouvement rotationnel
est intimement reéiea celle du moment cétique. Le chapitre offre une preéne introductiora la

notion de moments angulaires e@canique quantique.

3.1 Sysémesa deux corps : mouvements du centre de masse et
mouvements relatifs

Nous nous ir#resserons ica la mecanique d’'un systme atomique ne comportant qu’un seul
électron. C’est un sy8tnea deux particules : un noyau, de magdeet de charget-Ze, et un
électron de masse, et de charge-e. Il est cecrit par I'hamiltonien suivant :

46



CHAPITRE 3. SYSTEMES HYDROGENOIDES 47

3.1.1 Hamiltonien

Vi + V(7 — R), (3.1)

7. et Ry étant les vecteurs de position déléctron et du noyau, respectivement. Le potentiel
V(r. — Ry) est cefini par

4 72
V(7 — Ry) = — S (3.2)
(4me,) | 7. — Ry |

en uniés S.I. (Note ¥/ = 0 pour le rotateur rigide que I'on con&tera aussi plus loin).

3.1.2 Referentiel du centre de masse

Les mouvements des deux particules sontélesrcar les deux charges interagissettavers le
potentielV (7. — Ry ). On ne peut donc pas effectuer urgparation de variables entreet Ry .
Par contre, uneéparation de variables est possible entre la coorgleiu centre de masse

Rey = ———7r, (3.3)

et la coordonae relative de Blectron par rapport au noyau

Frel = 7. — Ry (3.4)
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La disposition de ces nouveaux vecteurs de positiéfinid dans le systme du centre de masse,
par rapport aux anciens vecteurs de positi@finis dans le sygéme du laboratoire, est illugiea
la figure3.1

Trel
A

Reowm

T2

FiG. 3.1 —Réferentiel du centre de masse

En utilisant les relations3(3) et (3.4), et les lois de transformations correspondantes des impul-
sions, qui sont dorges par

— Impulsion du centre de masse

— h d h = = . .
Poy = ZVCM = ;(Ve + V) = Pe + D, (3.5)
— Impulsion relative
— o Mﬁe - meﬁN
Prel = T+ M (3.6)
on obtient,a partir de 8.1),
R P2 ]52
H = CM + rel +V 7 (37)
2Miot  2p Urel
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ou

Miogt=me+ M

est la masse totale du sgste, et

=

M

Mot

=
Il

est sa masseduite.

3.1.3 Sparation entre le mouvement du centre de

masse et le mouvement relatif

49

(3.8)

(3.9)

On voit clairement que, dans |éferentiel du centre de masse, I'hamiltoniBnest mis sous une

forme €parable, cary(7) peut sécrire

avec
g _ P
N T 2Myot
et
~2
] _ Drel -

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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En termes des coordoaesR -, etryg|, Ia fonction d’onde écrivant urétat stationaire du sy&mne
a deux corps est donc un produit de fonctions d’onde individuelles, I'une pour le mouvement du
centre de masse, l'autre pour le mouvement relatif

‘ Ytot(Bou, Trel) = UCN[(éCM)wre|(Fre|), (3.13)
et 'énergie de cettat est la somme dé&mergies de mouvement respectives.
[ Etot = Ecu + Erel, (3.14)
avec
Hovmon(Rowr) = Eovmon(Bow), (3.15)
et
‘ Hyeldrel(Trel) = ErelYrel(Trel)- ‘ (3.16)

L’hamiltonien H,; apparaissant dan8.(L5 aété cfini plus haut ; 8.11) décrit le mouvement du

centre de masse, ou le mouvement translationnel d’ensemble de 'atome. Ce mouvement est celui
d’une particule de mass/igt dans une boite tridimensionnelle de volume infini. Les fonctions
propres et valeurs propres pour ce mouvengant @¢ja obtenues au chapitreguedent, on se
limiteraa I'étude de equation &paée pour le mouvement relatif, ou mouvement inter@el 6.

Comme aucune confusion ne serait plus possiblgartir de la section suivante, nous laisserons
tomber, pour simplifier les notations, la menti@hen indice inérieur.
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3.2 Mouvement interne

3.2.1 Hamiltonien en coordonm®es polaires
Potentiel centrosymnetrique

Avec ﬁrel donre par 3.12, I'équation de Sckidinger pour le mouvement relati3.(L6), est

R -
{—zuv +V(r)}¢(r):E¢(r). (3.17)

Dans le cas 0 le potentielV/ () est centrosymtrique, c’est-a-dire qu’il ne é&pend que de la
longueur du vecteur positiori et non de son orientation,&quation 8.17), telle queécrite, en
coordoniees cagsiennes, n'est pagparable ; en effet, en coordd@es caésiennes, la longueur
der est

et le potentiell” n’est pas 8parable en trois composantes chacuneapeddant que d’'une seule
des trois variables, y et z. L’hamiltonien n’est donc pas de formegarable. Cependantetjuation
de Schodinger B8.17) est £parable en coordoges polaires&finies par

r=|r= /2?2 +y?+ 22, 0<r<oo (3.18)

z
0 = arccos (\/m> s 0 S o< (319)

© = arctan (g) , 0<ep<27r (3.20)

T
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FIG. 3.2 —Définition des coordorges polaires, 6 et ¢

car, dans ce sysine de coordorees, illuste a la figure3.2, le potentiel ne dpend que d’'une des
trois variables polaires, le rayon |l est independant des deux angkest . On montre, a@s un
long et fastidieux @veloppement maématique, que I'hamiltonie! prend la forme suivante en
coordoniees polaires :

~ ~ L2
— 3.21
H r+2m2+VW) (3.21)
ou
. 1 0 0
T.=—— — — [r2= 3.22
" 2u 12 Or (T 8T> ( )

est I'operateuréenergie cigtique pour le mouvement radial délectron par rapport au noyau, et
L? est 'opérateur assogiau caré du vecteur moment otique (voir chapitrel). En coordonges
polaires, cet oprateur Scrit



CHAPITRE 3. SYSTEMES HYDROGENOIDES 53

[ L7 (e, L
L= —h"|— 790 sm@ae +Sin298g02 . (3.23)

S1n

Rotateur rigide

Dans ce casg; est fixe, correspondarit

- 0 r=R,
T, =0, V(r) { s r4R,
L’hamiltonien se eduit alorsa A
X L2
Hyp = —; I = uR? (3.24)

21’

3.2.2 Constantes du mouvement
Energie et moment cirétique

On note quel.? est un oprateur diferentiel par rapport aux anglé=t o seulement. Il commute
donc avec tout ograteur ne @pendant que de la variable radialelont I'operateur?; et le poten-
tiel V(r) dans I'expression dé/, (3.21). C’était aussi ce fait qui nous a permigdtire le terme
central dans cette expression, le terme contenant le produit dedipr.> avec I'operateurt /r?,
sans peter une attention particeliea I'ordre d’apparition de ces deux @mteurs. Par cogguent,
L? commute ave#i. On a dja vu quel? commute avec n'importe quelle composanhtedu vec-
teur moment ciétique. En coordor@es polaires, la composarteprend la forme particuirement
simple suivante :

_n9 (3.25)

On \érifie alors quel, commute aussi aveld, étant un oprateur diferentiel par rappo# I'angle
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© seulement.
En résung, on a
H, L] =0, (3.26)
H, LZ] 0, (3.27)
et
L*, L.]=0 (3.28)

Le syseme admet donc deux constantes du mouvemeatpdrt Ienergie ) :L? ou encore la
longueur du vecteur moment éitilquef, et une de ses composantessigree ici arbitrairement
commeétant la composant,. Notons bien que seule une composante.deeutétre sigcifiee
simultarement avec EnergieF et la longueut L |. Ceci cecoule du fait que les trois composantes

de L ne sont pas mutuellement commutatives.

3.2.3 Quantification d’'un moment angulaire

Le moment cnethueL est un exemple de moment angulaire. Un moment angulaire est un triplet
d’ operateurs]x, J et J. satisfaisant aux relations de commutation suivantes, dites relations de

commutation cycllques

(3.29)

On peut montrer, de facon toatfait gerérale, que
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1. lopérateur? = J? + J2 + J2 commute avec n'importe quelle composasite.j, ou J.

2. les vecteurs propres communs.tfeet de.J,, « = z,y ou z, (on prend @réralementy = 2),
sont sggcifies par deux nombres quantiqyestm, j pouvanttre entier ou demi-entier, mais
est toujours positif, etn varie par pas entier dej jusqua+j.

3. les valeurs propres d& sont gouveraes parj

| (J%); =30 + DR, (3.30)
tandis que celles dé sont gouveraes pain
[ (J.)m = mh. | (3.31)

Il est important de noter que cessultats écoulent strictement et rigoureusement des relations
de commutation cyclique8.29 c’'esta-dire qu’elle peuvent seédthontrer de facon purement
algebrique.

Moment cinétique

Dans le cas du moment tiqueE, dont les composantes sont de€igieurs diférentielles par
rapport aux angleg et ¢, et dont les fonctions propre&, ») doivent satisfairé une condition
de periodicite du type

f0, ¢+ 2m) = f(0, ), (3.32)

on montre que le nombre quantiquedoit étre entier . € Z), et le nombre quantiqug appeé
commureément plutot, est iecessairement entier. Les fonctions propres commahést L, sont
appeées harmoniques sphiques ; on les notE™ (0, ¢). Elles sont de la forme&rérale suivante :

[Y{"(0.) = N["TB™(cos )™, (3.33)
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ou Pl‘m‘ (cos #) est une fonction sriale de-os # connue en ma#matique sous le nom de fonction
assocke de Legendre’. On trouve au tablea I'expression explicite de cette fonction pour les
premeres valeurs dé Le tableau3.2 donne I'expression des preénes harmoniques sphiques
Ym0, ¢).

P(z)=1

P)(x) ==z

P(x) = (1 - 22)1/2

PO(x) = 3(32 — 1)

P)(z) = 3z(1 — 2?)'/?

P}(z) = 3(1 — 2?)

P (z) = $(52° — 3x)

Pi(x) = $(522 — 1)(1 = 222
Pi(z) = 15z(1 — z?)

P (x) = 15(1 — 2%)3/2

TAB. 3.1 —Les preméres fonctions assa@es de Legendr®ans toutes les expressions m@es
r = cost

Spin

Il existe des moments angulaires qui, contrairengent le moment ciitique orbital, n’ont pas
d’équivalent classique. Le spin en est un exemple. Dans ce cas, aucune contragnt@eeendi-
tion de geriodicitt normale n’est @cessaire, et on peut avgidemi-entier. Chaque particule a un
spin avec un nombre quantiqydixé, que I'on @signe pas plutdt. L’ électron, par exemple, a un
spins = 1/2. Il ne peut don@tre que dans 'un ou l'autre des deétats de spiny,,_, suivants
(il n’est pas cessaire de mentionner le nombre quantigdans |état de spin, ce nombitant
fixe) :

—ms=+1/2 Wi =
—ms:—1/2 w,l/QE/ﬁ
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Y3 (0,¢) = 7=

YP(0,¢) = /5 cos b

V0, ¢) = /& sinfe’?

YN0, ) = /& sinfe
Y2(0, ) = \/IGTW(?)COS 0—1)
Y30, ¢) = (/22 sin 6 cos fe’®
Y, 10, 0) = ;—fr sin 6 cos fe =

3= Sin 2 ge2iv

1/3 sin? fe—2i®

o

>

)
Il

i
[\
—~
>
S
~—
I
—
ot

w
:\

TAB. 3.2 —Expression explicite des preenés harmoniques sphiques

3.2.4 Sparation des variables en coordonees polaires

Les consiérations des constantes de mouvements de la sectemdente suggrent que I'on
écrive les fonctions propres dé sous la forme suivante

Y(r,0,0) = R(r)Y;" (0, »). (3.34)

ou Y;™(6, ) est une harmonique setique. Par dfinition, c’est une fonction propre commune de
L?et L., avec valeur propré + 1)h* etmh respectivement :

L2Y™0,¢) = I(1 + DR?Y,™0,¢) 1€N (3.35)
L.Y™0,0) =mhY;"(0,¢) meZ|m|<I (3.36)
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Rotateur rigide

Dans ce cas, commeest fixé a R., et I'hamiltonien ne @pend que des angl¢g, ¢), le facteur
R(r) est une simple constante. En d’autres termes, les harmoniquesgsgsy;” sont directe-
ment fonctions propres d¥,,; avec valeurs propres = [(1 + 1)h? /21

N L? [(L+1)h
H,Y"=_"ym="2 """
i o ! o7

ym (3.37)

On montrea partir des propétes des harmoniques s@iques, que le spectre rotationnel pur est
régi par la egle de élection
Al = +£1.

Atome hydrogéndde

Substituant$.34 dans lequation de Sckidinger, 8.17), avec I'hamiltoniens exprimé en coor-
donrées polaires selor3(21), on obtient un&quation pour le facteur radi&l(r) :

{T, + w +V(r)}R(r) = ER(r) (3.38)

2ur?

Dans le caso V() est le potentiel de Coulomb3 @), cetteéquation radiale ne donne lidwne
solution R(r) normable, @.d. qui ne diverge pas ail’origine nia l'infini, que pour des valeurs
de I'énergie epondant la loi de quantification suivante

1 pZ%t 1

o S L
(4meg)? 2h% n?

n e N* (3.39)

Le nombre quantiqgue est appel nombre quantique principalPour une valeur doree de ce
nombre, il existe plusieurs solutions pour la fonctiBfr) selon la valeur du nombre quantique
[. D’ou l'identification des solutions de&(38) par la paire(n, () ; on les noteR,,;(r).Ce sont des
fonctions Eelles de la variable; Elles posédent toutes la structuregerale d’'un produit d’'une
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exponentielle dcroissante par un polpme de deg¥n — [. Les premeres fonctions?,,;(r) sont
donrees au tableaB.3. Leur expression contient un paratre constant qui a la dimension d’'une
longueur :

h2
ag = 47'('60—2 (340)
ue

Cette constante est appdrayon de Boheet vaut 0.5294.

w
~
[\

Ryp(r) = (a%) 2¢~(4r/a0)

Ran(r) = (2)"" 55(2 = Zr)e-tonseo

Ry (r) = (%)3/2 #f_ ~(arf)

Rgo(T) _ (%)3/2 7( 4Zr 452(2:«2)67(27«/3%)
Ry (r) = (%)3/2 7(% + 422 2)6_(ZT/3GO)
R32(r> _ (%)3/2 ﬁ%j{e_(zr/?m)

TAB. 3.3 —Premkeres fonctions d’onde radiales de I'atome hydradde

On trouve aussi que le nombre quantidst soumis la condition

[<n-—1,

ce nombre quantique est apgallombre quantique azimutdle nombre quantique:, qui varie,
rappelons-le, de-l a+I par valeurs enéires, porte le nom deombre quantique ma@tique
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3.3 Orbitales atomiques

En résung, lesétats stationaires de I'atome hydesgide sont spcifies par trois nombres quan-
tiquesn e N*, 1 =0,1,2,.n—1letm=—[,—l+1,....,1 — 1,+]. Cesétats sont écrits par

— fonctions d’'onde

’ 77Z)nlm(ra 97 80) - Rnl<r)}/lm(07 SD) ’ (341)
— énergies
Zz
B.= 23Ry (3.42)
avec

1 pet

Ry = —

Y (4meg)? 2h?

définissant laconstante de Rydberg
— Propri étés fondamentales
Les fonctions),,;,,, (1, 8, ¢) sont fonctions propres de

1. I'hamiltonien A :

‘ Hwnlm(ra 87 @) - Enwnlm(ry 97 QO) ‘ (343)

2. l'opérateurl?
| L2 (r,0, ) = (L + DB (1,0, ) | (3.44)

3. l'opérateurL, :
‘ sznlm(ry 97 @) — mhd}nlm(ra 67 90) ‘ (345)

— Dégenérescence des niveaux dhergie

A chaque niveal,, correspond;,, = 3°,(2( + 1) = n? états diferents, distingés par la valeur
del et dem.
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Les fonctionsy.,,;.(r, 0, ¢) sont appeBesorbitales de I'atome. On adopte la convention de no-
menclature suivante de ces orbitales (notation spectroscopique) : chaque orbitale estisgaract
par la valeur du nombre quantiqueaccompagee par une lettre minuscule rfedia la valeur du
nombre quantique azimutalLa valeur du nombre quantigue est finalement sgxifiee en indice.
Onaainsi:

Yum(r, 0, p) = orbitalen(lettre),, (3.46)

L'association d’'une lettra I'orbitale selon la valeur deest cfinie au tableaG.4.

valeur de/ | nom de l'orbitale
0 S
1 p
2 d
3 f
4 g
>4 ordre alphabtique

TaB. 3.4 —Convention de nomenclature des orbitales atomiques

Par exemple, Btaty,; , est appek orbitale2p, ,, I' étatyso, I'orbitale 3d,, etc. Sur le diagramme
de la figure3.30n montre explicitement lestats distincts assdrs aux premiers niveauxahergie
de 'atome(n < 4). La notation spectroscopique que I'on vient ddinlir y &tait utilisce.

Notons que toute orbitale,,;,.(r, 0, ¢) avecm # 0 est complexe. Ce car@re complexe provient
de la partie angulair®™ (0, ¢) de I'orbitale (voir 8.33). Il est frequent de remplacer les fonctions
complexes),.,(r, 0, ¢) par des fonctiongelles obtenues en combinan8airement),,;,,,(r, 0, ¢)
etyn_m(r, 8, ). C'est ainsi que I'on obtient des orbitalésetles2p, et2p, :

1
20, = ﬁ(QpH +2p_1) = V2Ryu(r).P}(cosh).cosp

A
x exp(—QTZ)).r. sin . cos ¢
As

x . exp(—2—a0) (3.47)
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E(Ry) Continuum d’ionisation

0.0 |
-1/16 4s, 4p, 4d, 4f
19 T 3s, 3p, 3d
/4 + 2s, 2p
-1 + 1s

FiG. 3.3 —Premiers niveaux @&nergie de I'atome d’hydrame.
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1 .
2y = —=(2ps1 —2p1) = V2Ry(r).Pl(cosh).siny
2\/5

r
x exp(—g).r. sin 6. sin
0

Zr
x . exp(—%) (3.48)

Ces fonctions continuerit étre de bonnes fonctions propres KHeet de L2. Cependant elles ne
sont plus des fonctions propres fle. 'avantage que fisente leur utilisationéside dans le fait
gu’elles sont plus faciled repesenter graphiqguement, et aussi dans leur caadirectionnel plus
evident. La derrére ligne de .47) montre en effet que la fonction qui y estfthie se comporte
comme la fonction: fois une fonction de sy#trie splérique ; d'al la notation2p,. De neéme, la
fonction de 8.48 se comporte comme le produit geavec une fonction de sy&trie splerique ;
d’ou la notatior2p,.. Pour les @mes raisons, on appelle aussi la fonciipg orbitale2p,.

Spin-orbitales

On peut inclure le spin dedlectron dans la description de la structékectronique de I'atome. Si
on traite le spin comme un deégde liberé additionnel — degdr de liberé qui n’a pas d’analogue
classique — alors, I'absence de terme d’interaction entre legdegrlibe classiques (positions
dans I'espaceéelle) et le spin, interaction apgalouplage spin-orbitedans I'hamiltonien tel que
défini auparavent,3( 1), implique que I'on peuécrire la fonction d’onde totale, spin inclu, sous la
forme de produit

‘ wnlmms - 1/}nlm(ra 97 SO)Wms ‘ (349)

Aux nombres quantiques [/, m s’ajoute alors le nombre quantique de spin= +1/2, et chaque
niveauF,, devient2n? fois degerere.

Les fonctionsy,,;,..,. sont appedesspin-orbitales: on parle ainsi de spin-orbitalés, 1s4,
2p.«, 2p. 3, etc. La notion de spin-orbitale est surtout importante dans la discussion de la structure
électronique des sy&mesa plusieurslectrons.
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3.3.1 Repgsentations graphiques des orbitales
Propri étés nodales

De I'expression grérale des fonction®,,(r) et Pl‘m‘(cos 6), on trouve que

— la partie radialeR,,;(r) a(n — [ — 1) noeuds. Elle contribue dorfe — | — 1) surfaces nodales
sprériquesa l'orbitale y,,;,,, (r, 0, ).

- la fonctionPl'm'(cos 6) a (I — | m |) noeuds. La partie angulairé;™ (6, ¢) contribue donc
(I — | m |) surfaces nodales coniquagorbitale,,;,, (r, 8, ¢).

En tout, I'orbitalei,,;,,(r, 8, ¢) (de valeur complexe) a dorfe — | m | — 1) surfaces nodales.

Consicerons deux exemples :

1. l'orbitale 2p. = 2p, = 1219 N'a qu’une seule surface nodale, fig@d. C'est le plan xy, une
surface nodale conique contriseipar la fonction?} ; la fonction Ry, n’ayant aucun noeud.

2. l'orbitale 4dy = 1490 a trois surfaces nodales : une surface nodalérsgphe et deux surfaces
nodales coniques. La disposition de ces surfaces nodales éstaifea la figure3.5

La disposition des surfaces nodales coniques dans une orpjtalé-, 0, ¢) est bien eflete dans

la repésentation dite 'polaire’ de sa partie angulaﬁﬁ”'(cos 0) . La figure 3.6 illustre cette
repésentation polaire pour un nombre d’orbitales.

Distributions radiales

La partie radialeR,,;(r) peutétre visualie directement sur un graphique, comme ilistta fi-
gure3.7. Il est cependant plus utile de considr la quanté 2 R2,(r), car elle repgsente une den-
site de probabilié de pésence radiale, c’esi-dire que? R?,(r)dr est la probabil& que I€lectron

INotons qu'erd = 0, T, Pl‘m| (cos @) s’annule pour certaines pairflsm). Ces valeurs exémes dé (0 > 6 < )
ne repésentent pas des surfaces nodales.
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X
FIG. 3.4 —Propriéte nodale de l'orbitalep,
z
+ +
+ + X
+ +

FIG. 3.5 —Propriéte nodale de l'orbitaletd,

se trouvea une distance du noyauguel que soit I'orientation de son vecteur de positien effet,
on \erifie facilement que
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[T:-1 "w- & - T T T _-'l - w- o ] T m-m ' | T T ]
I + BT 1 £y
T L I | /g
- IT S
~ A -~ r -1 .
T-2 mt an [T T T B =al miz’ T Vaal mis’
oLl a. ] a

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1.5 L1 0.5 o @O.F L L5 2 ¢ 1.7 L1 9o @0 0.7 L1 L5 2 @ 17 L1 o3 0 0.5 L L5 2

FIG. 3.6 —repésentation polaire de la partie angulaire pour une orbitale du typenpa)b)n f; ,
Cc)nfi1, dndy, €) orbitalend,, , f) orbitale nd.,
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21 s
TQRil(T)dT’ = rzdr/ dgo/ dOsin 6 | Ypim(r, 0, ¢) ]2, (3.50)
0 0

c'esta-dire queR?,(r)dr estla densé de probabilié de pesence tridimensionnelle), ;... (r, 0, ¢) |
intégiee (somrde) sur toutes les valeurs possibles des afigheg. La figure3.7montre aussi cette
densié de probabil# radiale pour un nombre de valeursrdet|.

Cartes de densié

Il existe deux modes de regsnetation graphique congpé de la distribution de probabéiélectronique :

— Courbes d’'isodengit: On trace, dans un plan choisi, @seau de contours sur lesquels la dénsit
totale| ¥, (7, 0, ¢) |* garde une valeur constante déenLa figure3.8illustre ce proéde pour
les orbitales3p., 3d.., 3d,2_,> et3d,,.

— Cartes de dengt style photographique : La derésilans urétat dongé y est repsné par la
densit de points clairs sur un fond foegappelant I'impact photonique sur une plaque sensible.
On peut appeler ce mode, mode photographique. La figj9ren donne deux exemples de cette
repesentation, et montre la carte de demdins les orbitaleX, et3p. de 'atome d’hydrogne.
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FiG. 3.7 —Repesentation graphique de la fonction d’onde radiale dans les orbitaless, 3p,
3d : A gauche, on trouve le graphes de la partie radi&lg, eta droite, ceux de la distribution

radiale r*R?,.
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FIG. 3.8 —Courbes d’isodenggtpour quelques orbitales de I'atome d’hydesg : a) orbitale2p.,
b) orbitale 3d.., c) orbitale3d,2_,2, d) orbitale3d,,
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1o

70

(h)

FiG. 3.9 —Cartes 'photographiques’ de la dersitotale dans : a) l'orbitalep,, b)l'orbitale 3p.

de I'atome d’hydrogne.



Chapitre 4

SYSTEMES A PLUSIEURS ELECTRONS

Dans ce chapitre, on congictra un systme @reriquea plusieur£lectrons. Ce sysine peuttre
un atome ou une metule al les mouvements nughires sont ign@s, c’esta-dire que les noyaux
sont figes. Certaines prof@iés geré-rales caraérisent ce genre de sgshes et ne &pendent que
de leur cara@re multi€lectronique. Que I'on parle d’'un atome ou d’'une émllea plusieurs
électrons, on fait face en effet auxémes prol#mes : l'ingparabilie intringeque de&lectrons qui
interagissena travers des forces dépulsion coulombienne, et la sptnie permutationnelle qui
découle de l'indiscernabilit destlectrons. Le chapitreadbute avec un expésle ces prokimes et
de leur Esolutionétablissant ainsi les principegmgraux gouvernant la description des gysés
multiélectroniques. On se 8pialisera ensuit@ la discussion de la structugdectronique des
atomes en utilisant ces principes.

4.1 Modele de<tlectrons incependants

4.1.1 Hamiltonien

L'opérateur hamiltonien d’'un sy&mhe atomique ou metulairean électrons est

71
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i+ Vae(T) }+ZZ < (4.1)

- #Z drme,) | 7 — T

ou

Z 2
Vie(7) = — < (4.2)
(4me,) | 75 — Ry |

dans le cas d’'un atome, et

. N 7.,

S (4me,) | 7 — Ro ||

(4.3)

dans le cas d'un sy@tme moéculairea N noyaux.

On notea I'examen de4.1), que sans le dernier terme, qui repente I'interaction coulombienne

entre leslectrons, I'hamiltonien serait de forméeparable. L'existence de cette interaction entre

lesélectrons rend laésolution de equation de Scldinger consiérablement plus difficile.

Dans une approximation dite approximation d@dsctrons inépendants, on part de |é& que
chaqueelectron sent la @sence des autrétectronsa travers un potentiel effectif moyen qui tend
a réduire les forces d’attraction n@clire ; on dit alors que le potentiel d’attraction raateV,.
estécrané. Onécrit alors I'hamiltonien exact del (1) sous la forme

H = Hy+ 6V ~ H, (4.4)

avec

2 4 V(7)) + V(. >} (4.5)

Riap® [Z e Veff(m] @0
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ou Vefs(75) est le potentiel effectif mentionci-haut. C’est un potentiel moréectroniqueétant

donré que le potentiel deépulsion coulombienne inté&tectronique a €ja é€ moyeng sur la
distribution desn — 1 électrons autres queélectron en consgfation (le ieme). La construc-

tion de V¢ depend du niveau d’approximation auquel on effectue cette moyenne dans le traite-
ment du systme multiélectronique. Plus le termésiduab ! est faible, plus I'approximation des
électrons in@pendants consige est bonne. Il n’existe donc pas une approximation ou uneheod
desélectrons inépendants unique. Le prede qu’on vient d’esquisserédinit plutdt une classe de
mockles de€lectrons inépendants.

4.1.2 Orbitales et spin-orbitales atomiques

Dans un un moéle destlectrons inédpendants, I'hamiltonieélectroniquettant mis approxima-
tivement sous une formeeparable, 4.5), ses fonctions propres peuvent approximative nitre
mises sous la forme de produits de fonctions d’onde réturoniquesy; ()

w(FhFQ;FE}y”"Fn) = H@Z(f;), (47)

chacune d’elles satisfaisant ueguation aux valeurs propresmeée

| h(7)ei(7) = (7). (4.8)
ou
~ o, ~ B
h(TZ) = {_QT)’L VZ + Vne(ﬁ) + Veff(rz)} s (49)

et I'énergie totale (la valeur propre assmeileH ) sera la somme démergies individuelles; :
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Ex~> e (4.10)

Les fonctions d’onde mor@dectroniquesy;(r;) sont appekesorbitales atomiques ou méicu-
laires selon le cas, et les valeurs proprede i sont appekesénergies orbitalaires Si I'on joint

a l'orbitale ¢;(7;) une fonction de spim(z) ou (3(i) pour le i-emeélectron, alors on obtient une
spin-orbitale, ;(7;)a(i) par exemple. Il est important de bien distinguer les orbitales, qui est une
fonction d’'onde pour un et un seul dekectrons du sysine, de la fonction d’'onde de I'atome ou
de la moécule en entier, qui est un produit derbitales ou spin-orbitales.

4.2 Principe de Pauli

4.2.1 Synetrie permutationnelle

On peut aiément \erifier que I'hamiltonien de4.1) est invariant dans la permutationaa. dans
I'échange de deux indicéectroniques dorées, 1 et 2 par exemple. En introduisant &cgteur
de permutatiorP;, défini par

Piof(1,2,3,...,n) = f(2,1,3,....n), (4.11)

on peut exprimer cette progte de synetrie de I'hamiltonien par

PuoHY(1,2,3,...) = HPp(1,2,3,..) (4.12)

ou encore, puisque dans cett@&quation est arbitraire,

| [P, H| = PyH — HP1, = 0. (4.13)
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Ceci signifie que les fonctions propres #lepeuventétre construites fonctions propres e
aussi. En d’'autres termes, elles sont d'un ca&rm@cbien étermiré par rapport cette opration
de synétrie, la permutatior,. Cette conclusion tient pour toute permutatil&ga de paire(i, j)
d’indicesélectroniques. En fait, elle est vraie pour n'importe quel@yst de particules identiques,
indiscernables, dont I'indiscernabdise traduit gecigment par lI'invariance de I'hamiltonien dans
ce genre d’opration de syratrie. On constate maintenant que

(P =1, (4.14)

ce qui implique quef’ij ne peut avoir que deux valeurs propres, soit +1 et -1. Paécoest les
fonctions d’onde dcrivant lesetats stationaires d’un sgshe de particules identiques ne peuvent
étre que syratriques (paires) ou antisyatriques (impaires) par rapport aux permutatié’gs Le-
guel de ces deux caraces de syr@trie s’appliquea un systme doné depend de la nature des
particules identiques constituant ce gyse, et est diét par leprincipe de Pauli.

4.2.2 Principe de Pauliénone genéral

Selon le principe de Pauli,

la fonction d’onde d’'un sysime den particules identiques de spin(nombre quantique azimutal

de spin) doigtre

— symeétrique par rapporta toute permutation de paire d’'indicés;) des particules, st est un
entier(s = 0,1,2...). Dans ce cas, on dit que les particules en question sortaess

— antisymetrique par rapport toute permutation de paire d’'indic@s;) des particules, si est
un demi-entier{ = 1/2,3/2,5/2...). Dans ce cas, on dit que les particules en question sont
desfermions.

4.2.3 Determinants de Slater

Lesélectronsetant des fermionss(= 1/2), le principe de Pauli demande que la fonction d’onde
électronique soit syatrique par rapport aux permutatioRs. D’'autre part, on a vu que dans un
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mockle deslectrons inépendants, la fonction d’'on@dectronique serait un produit du type repr
sené en ¢.7). Une telle forme produit n’est malheureusement pas anésygue. Par exemple, si
I'on consicere I'atome d’Helium traigé dans le moéle destlectrons inépendants le plus simple,
celui obtenu en posahiy¢ = 0, alors soretat fondamental correspondrain produit du type

1s(1)wm, (1)15(2)wn (2) (4.15)

ou w,,,, est une fonction de spin et, = +1/2 ou —1/2. On a donc quatre fonctions pouvant
décrire I'etat fondamnental du syshe, avant I'imposition du principe de Pauli :

¢1(1,2) = 15(1)a(1)1s(2)a(2) (4.16)
$2(1,2) = 1s(1)a(1)15(2)3(2) (4.17)
¢3(1,2) = 15(1)B(1)1s(2)(2) (4.18)
¢4(1,2) = 15(1)5(1)1s(2)3(2) (4.19)
On \erifie aig€ment que
Prati(1,2) = $1(1,2) (4.20)
Prata(1,2) = $4(1,2) (4.21)

c’esta-dire quep; et ¢, sont synetriques par rappog la permutation des dewtectrons, tandis
que
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1512¢2(1, 2) = ¢53(17 2) p12¢3<1a 2) = ¢2(17 2) (4-22)

c’esta-dire queP;, échange les deux fonctions et ¢s. Elles ne sont pas fonctions propres de cet
opérateur de permutation. Aucune des quatre fonctions ne se conforme donc au principe de Pauli.
On note cependant que ces fonctions corresporadEnteme valeur Bnergie

Ey ~ 2¢;s = —8Ry, (4.23)

(eqs = —4Ry, carZ = 2), et toute combinaison leaire de ces quatre fonctions serait aussi
fonction propre dd{ avec la néme valeur propre, dans laéme approximation. Parmi toutes les
combinaisons ligaires possibles des, une seule satisfait au principe de Pauli; elle se lit

77[]0(17 2) = C {¢2(17 2) - ¢3(17 2)}
= C{ls(D)a(1)1s(2)3(2) — 1s(1)5(1)1s(2)a(2)}, (4.24)

C étant une constante de normalisation qui VAut 1/+/2. La fonction antisyrétrique que I'on
vient de finir, (4.24), peut se mettre sous la forme d’uatdrminant

1.2 = | A0 T 25

appeé déterminant de Slater. On note que la fonction n’est plus un simple produit; cependant,
duea I'orthogonali€ des spin- orbitales qui y figurent, la degsite probabilie de pésence des
deuxélectrons continua étre cécrite par un simple produit des degsitindividuelleg 1s |?

[ %o(1,2) =] 1s(1) "] 15(2) |* (4.26)

Ceci n’est malheureusement vrai que dans ce cas particuliesaleuélectrons ont leur spin op-
poss. Dans le cas de deux spins palel, la densit de probabili de pésence des dewtectrons
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doit nécessairemeiétre differente de celle de de@kectrons inépendants, (voir la section suivante
sur le principe d’exclusion, et le pralthe 4 de la&rie d’exercices, sectiof.5). La construction
précedente se @réralisea n'importe quelétat stationaire d’'un sy&tne multelectronique quel-
conque, traié dans I'approximation deslectrons inépendants : En partant d’'un produit de la
forme de ¢.7)

n

¥(1,2,3,....n) = [[ m(3), (4.27)

=1

ou les;(i) sont desspin-orbitalesdu syseme (7;(i) = ¢;(7;)wm, (7)), on obtient une fonction
d’onde antisyratrique nornge en construisant le&terminant de Slater suivant

m(1) (1) n3(l) - (1)

. m(2) m(2) n73(2) M (2)
wA(1,2,3,....n):ﬁ m(3) n(3) ms(3) M (3) (4.28)

mn) mln) mn) )

Chaque colonne de ceetérminant correspond unespin-orbitale chaque rangea unélectron
(une indicetlectronique). Le produit des termes figurant sur la diagonale principaletdudnant
est péciement le produit de &part, ¢.27). Par le néme raisonnement que celui utdisi-haut
pour I'état fondamental de He,éfat repesengé par ce éterminant est de éme énergie que
I' état cecrit par @.27). Le principe de Pauli dicte I'emploi de la fonction d’'onde antigrigque
¥4(1,2,3,...n), ala place du produit det(27).

4.2.4 Principe d’exclusion

Une congquence de la formeéterminantale de la fonction d’ondel.28), est le principe d’ex-
clusion : Si deux colonnes determinant de4.27), c’esta-dire si deux spin- orbitales, sont iden-
tiques, alors la fonction d’onde est nulle partout. On obtient alors la solution trivial@gigsition
de Schédinger qui @&note une situation non physique, que I'on degarter. Par comsgjuent, on
peuténoncer que :



CHAPITRE 4. SYSTEMES A PLUSIEURS ELECTRONS 79

Principe d’exclusion

dans tout mockle desélectrons independants deuxélectrons ne peuvent jamai
étre cecrits par (ne peuvent jamais occupper) |[&mme spin-orbitale ou une orbitale
donrée ne peut pasétre occuge par plus que deuXectrons.

S

Il est important de souligner que ce principe d’exclusion estamllaire du principe de Pauli, et
il n’est applicable que dans le cadre d'un nébel destlectrons in@pendantskn effet, la forme
determinantale de la fonction d’'onde n’est obtenue que dans un tel cadre, et est W8wieans
du fait que le€lectrons sont des fermions.

Répulsion de Pauli :1l existe une forme plus&érale du principe d’exclusion. Elleédoule di-
rectement du caragte antisyratrique de la fonction d’onde d’'un syshe deN électrons,

\I/(Fgwms(2), Flwms(l), Flwms (1)) = —\I/(f’lwms(l), Fgu)ms (2), Flwmg(l)) (429)

qui implique que la fonction d’onde est nulle dans le casig,(2) = wy,, (1) ety = ;. On peut
doncénoncer

Deuxélectrons (fermions) de@me spin ne peuvent jamais se trouver &nma endroit.

Cet énoné est touta fait geréral ; il ne cepend pas de I'approximation dékectrons inépen-
dants. Il implique que, Bme si les deuklectronsetaient in@épendants I'un de l'autre, ils tendent

a s'eviter, et leur mouvement apparait 'celé’. Cette epulsion de deux fermions iB@endants

de néme spin est strictement un effet du principe de Pauli; on peut I'appeler, pour cette raison,
repulsion de Pauli. Elle s’'@gye sans qu’aucune force n’est m&eontribution, sans qu’aucun
travail soit effecté. Dans le cas d’'un sy&hea plusieur£lectrons, fermions chagg interagissant

a travers des forces de Coulomb, épulsion de Pauli tent& favoriser des configurations avec un
nombre maximal de spins parliks, car Eloignement de ces spins abais&nérgie de&pulsion
coulombienne et stabilise le sgste. Cette tendance egsunée par une deggles appedleregles

de Hund.
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nombre quantique principal | nombre quantiqué | contribution
de l'orbitale de blindage de I'eélectron-test ac
n' >n [<n-1 0
n=n=1 [=0 0,30
n=n>1 [<n-1 0,35
n=n-—1 [=0,1 0,85
n=n-1 n—1>101>1 1,00
n<n-—1 [<n-1 1,00

TAB. 4.1 —Regles de Slater powgtablir la contribution de chaquelectron occuppant une orbitale
n',l', ala charge décranc vue par urélectron dans une sous-couche de nombres quantigues

4.3 Atomes polelectroniques

4.3.1 Configurationélectronique destlements

La configurationélectronique sgcifie le mode de remplissage d’orbitales dans un eteodes
electrons inépendants dor@ Dans le cas des atomaplusieurs€lectrons, on peut raisonnable-
ment concevoir que les orbitales sont des fonctions propres d’'un hamiltonien effectélecinonique
dans lequel laépulsion entr&lectrons ne fait que causer, en moyenne, un eftatrdh visa vis la
charge nudaire. Tout se passerait comme si la charge&aie sentie n'est pasZe mais+Z. e
ou

Zeff =Z—0

est un nombre de charge effective-ete est la charge @gative décran totale contritke par
tous lesélectrons autres que celui en corgsation. Slater avait propésun ensemble degles
empiriques pougetabliro. Ces egles sont doréres au tablead. 1.

Dans ce modle simple, qu'on appelenmockle de I'effetecran comme dans les metes plus
exacts, tel que celui irdrent dans lanéthode dite du champ auto-colerent (Self-Consistent
Field, SCF), qui, pougea la limite exacte, donne ldescription de Hartree-Fock le potentiel
effectif pour chaquélectron reste de sy&rie splérique. Cela signifie que, dans tous les cas, les
orbitales auront la @me forme analytique que celles d’'un atome hyéraige. On peut ainsi
continuera parler d’orbitales, p, d, f, etc.
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La principale diference avec le cas de I'atome hydeagde est le fait que Energie des orbitales
dans un atoma plusieur€lectrons épend non seulement du nombre quantique principalais
aussi du nombre quantique azimutdtn regle gerérale, pour une valeur doae den, ¢,,, croit avec

[. Comme les niveaux deviennent de plus en plus denses audumesure que croit, a partir
den = 3, on voit apparaitre certaines intrications des sous-coueheggtiques, et le niveau
(n 4+ 1)s peut devenir irdrieur au niveawd. La figure?? montre clairement ces intrications :
on notera surtout que,&hergie des orbitales et p décroit de fagon monotone avet, tandis
gue celle des orbitaleset f subit des variations plus complexes quandugmente, croisant les
courbes repsentatives de &nergie des orbitales et p des couches sépeures. Lemockle de
I'effet d’écrans’avere fort utile pour la rationalisation de ces observations :

1. pour unn donre, les orbitalesip sont moins profondes eenergie que l'orbitalews car
un électron dans l'orbitalep voit une charge nuéhire plusécranée gu’unélectron dans
I'orbitale ns; ce dernier (lElectronns) a une probabilé plus grande de s’approcher du
noyau, tandis que cette probatgligst bien plus faible dans I'orbitate, dont le plan nodal
contient certainement le noyau.

2. I"énergie d’'une orbitaled demeurea peu pes constante dans une gamme de valeurs de
(Z < 10 pour3d), durant le remplissage des sous-couchesri@fires. Ceci s’explique par
le fait que l'orbitalend péretre encore moins les couches internes proches du noyau et un
électron, s'il s’y trouve, verra le noyau fortemé&urané ; chaque fois qu& augmente d’une
unité, I'électron ajol# a une sous-couche ifieure produira udcran maximaéquivalent
une charge @gative unitaire.

3. Dans la néme gamme d€&, I’ énergie de I'orbitalén + 1)s décroit plus fortement et croise
nécessairement celle de I'orbitale. Dans le cas = 3, I'orbitale 4s est plus profonde que
I'orbitale 3d entreZ = 15 (ou 3p est en train de se remplir) €t = 20 (ou 4s se remplit).

4. Des que l'orbitalgn + 1)s se remplit, 'ordre des 2 niveaux + 1)s etnd tenda s’inverser
une seconde fois. Comnie + 1)s est plus diffuse et plustake, I'orbitalend la recoupe
bien, et voit un effet dcran moins efficace de la part des délectrongn + 1)s (les ©gles
de Slater ne f@voient pas ce cas). Pour @tectron de test dans l'orbitaled, la charge
nuckaire effective semble donc augmenter, énérgie dend chute pour redevenir plus
basse que celle de + 1)s.

Le remplissage des niveaux orbitalaires se fait en respectant le principe de Pauli et 'ordre des
niveaux dénergie orbitalaire, comme on peut le lire sur la figdfe Cet ordre semble suivre la
regle simple suivante :&nergie orbitalaire,; croit avec la somme + [ des nombres quantiques
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principal et azimutal, e valeur€gales de: + [, elle crdt avecn. Cette egle est schmatigea la
figure4.l

(5f)
)
(6p)
L a” "
4f
e (69
i /!
w ~ (5p)
E
)5(53)
) _, (4p)
(?)Ap) g (43)
(%p) - (33)
(15 (2s)
| | | | | | |

FIG. 4.1 —Ordre destnergies orbitalaires dans un atoraglusieurstlectrons

Le tableaut.2donne la configuration deétat fondamental dedéments allant de I'Hydragne au
Krypton ; la mention [gaz rare]&hote la configuratioa couches comptes de Elementgaz rare
précdant [Element en consitation. Quelques caségaux néritent qu’on y péte une attention
particuliere :

— la configuration deC'r est [Ar}4s!3d® et non [Aris?3d*. Les 6é&lectrons se placent de sorte
a donner deux sous-couch&snoitié remplies. Cette disposition permet d’avoir le plus grand
nombre de spinslectroniques paralles, qui par le principe d’exclusion de Pauli, ont tendance
s’éloigner le plus que possible, minimisant ainsi, en moyenéeelgie potentielle de&pulsion
électronique. Ce gain dhergie est suffisant pour compensénkrgie de promotion pour faire
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passer ulectron du niveads au niveawd, vue la proximié de ces deux niveaux au voisinage
de Z = 25. Le méme effet se manifeste dans le casNde([Kr] 5s4d*), Mo ([Kr] 5s*4dP), et
guelques autres cas du blfc

— la configuration deC'u est [Ar4s'3d'°. Cetélement se situe au debu second point de croi-
sement entre les courbes repentatives de &nergie des orbitale3d et 4s en fonction de
Z, et le niveaudd est plus profond que le niveats. De plus, la sous-couchel étant alors
compktement remplie, la configuration a une stabifiarticulere. De néme, la configuration
de Ag est [Kr]55'4d'?, celle deAu, [Xe]4f1*5d' 65! .

4.3.2 Proprietés deslements
Potentiels d’ionisation

On cEfinit
— le premier potentiel d’'ionisation /; d’'un atomeX par

I = Eo(X™) — Eo(X) (4.30)

— de facon plus grérale, le keme potentiel d’'ionisatiod, par

| L = Eo(XHF) — Bp(XTD) | (4.31)

ou la notationE, (espece indique I'eénergie de Btat fondamental de I'egge en consigration.

En principe, le€nergies orbitalaireségpendent de &tatélectronique de I'esgce. Comme Btat
ionisé X ™ (état fondamental- e peutétre consiéré comme juste I'un destatsélectroniques de
X, parmi tant d’autres, les orbitales de I'icat sont differentes de celles de I'atome neuffe
Cependant, dans uneetr bonne approximation, diggpproximation de Koopman, I; peutétre
repeseng par I'energie §;) de l'orbitale (p;) ou résidait, dans I'atome parent, I €lectronéjece

I ~ —¢ (4.32)

Dans ce sens,8tude du premier potentiel d’'ionisation ddements est utile, car elle constitue une
sonde exprimentale de la structure orbitalaire des atomes. Bme) Ieétude des autres potentiels
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Z | Atome | Configuration
1 |H 1s

2 | He 152

3 | Li [He]2s

4 | Be [He]2s?

5 |B [He]2s22p

6 |C [He]2s22p?

7 |N [He]2s22p°

8 |O [He]2s22p*

9 | F [He]2s%2p°
10 | Ne [He]2s22p°
11| Na [Ne]3s

12| Mg | [Ne]3s?

13 | Al [Ne]3s23p
14| Si [Ne]3s23p?
15| P [Ne]3s23p?
16| S [Ne]3s23p*
17 | Cl [Ne]3s23p°
18 | Ar [Ne]3s23p°
19 | K [Ar] 45

20| Ca [Ar] 452

21| Sc [Ar] 4523d

22 | Ti [Ar] 4523d?
23|V [Ar] 45233
24| Cr [Ar] 45234
25 | Mn [Ar] 4523d°

26 | Fe [Ar] 4523d°

27 | Co [Ar] 45%3d7

28 | Ni [Ar] 4523d°
29 | Cu [Ar] 4s53d*°

30| Zn [Ar] 4523d*°

31| Ga [Ar] 4523d'"04p
32| Ge [Ar] 4523d%4p?
33| As [Ar] 4523d4p3
34| Se [Ar] 4523d'4p*
35| Br [Ar] 4523d'04p>
36 | Kr [Ar] 4523d'04p"

84

TAB. 4.2 —configuration de ktat fondamental deséments allant de I'Hydrogne au Krypton
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d’ionisation de€léments, dans la mesura its sont @finissables, fournit une sonde de la structure
orbitalaire des cations. On s’resse ica la structure deglements, donc particérement leur
premier potentiel d’ionisation.

Les figures4.2, 4.3 montrent les variations dé sur la 2eme f&riode et sur la 4me griode

du tableau priodique, respectivement, tandis que les variations dans un groupe (une famille) du
tableau griodique sont illustesa la figure4.4 pour le groupe des alcalins (groupe la ou groupe

1) eta la figure4.5pour la famille du Bore (groupe llla ou groupe ). La figdr€ donne un apercu
géréral des variations du premier potentiel d’'ionisation en fonction du nombre atofique

2200 T T T T T T
2000
1800

I 1600
1400
1200
1000
800

600

400

FIG. 4.2 — Variation dd, (k.J/mole) sur la deux@me g@riode

1200 T T T T T T T
1100 [
1000 [
900
800
700
600
500 -

400 &L 1 1 1 1 1 1 1
20 22 24 26 28 30 32 34

I

FIG. 4.3 — Variation dd (k.J/mole) sur la quat@me eriode

On constate que
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I
FiG.
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8
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7
6.5

6

55 | | | | | | | 1

FIG. 4.5 — Variation dd; (eV') dans le groupe IlIA

1. I, atteint son maximum absolu sur uneripde quand I'on arrive au groupe des gaz rares,
avant de chuter dramatiquement quand I'on pasBelément alcalin suivant, donnant ainsi
lieu a la periodicite globale illusteea la figure4.6. La configuration des gaz rares en est une
a couche compte, elle est d’'une stabilitparticulere.

2. I, tenda cecrdtre quand I'on descend un groupe dénrteci est reé au fait que plus bas un
element se situe dans un groupe, plus l'orbit@ggherique (ou se trouvaité&lectronéjece)
est diffuse, pogsdant un nombre quantique principal plus grand, et moins elle est profonde
enénergie.

3. I, croit gereralement quand I'on traverse uneripde. Mais cette variation est loinédre
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FIG. 4.6 — Variation dd; (k.J/mole) sur les cing prengres fgriodes

monotone :
— sur la 2eme griode,; atteint un maximum local

— pourBe, car cetlement a une configuration avec des sous-couches etespEn plus,
I'effet d’ écran du premieglectron2s est tes partiel vu de Blectronéjecg, unélectron
2s aussi. Par contre,8lectron @ripherique @p) de B sent un effet dBcran complet de
la part des deuxlectrons2s. Par apes, I'ajout des prochainslectrons dans la sous-
couche2p ne produit qu’'un effet dcran partiel de la charge néelre ajoute etl;
augmente.

— pour l'azote,N, car la configuratior2p® dénote une sous-couckedemi remplie. Les
trois €lectron2p ont leur spin paradlle, et cette configuration est celle avec le nombre
maximale de spinglectroniques non-appé&s qui soit possible dans une sous-couche
np. Ceci conére une stabilé maximalea I'état fondamental de I'azote. Quand I'on
continue d’ajouter deslectronsa la sous-couchp I’ énergie de@pulsionélectronique
augmente, ef; diminue deN a O. Laugmentation de la charge neédlire effective
n'est suffisamment efficace pour contrer celle declautsionélectronique qud partir
deO et I, remontea partir de ce point.

— sur la 4eme riode,/; atteint un maximum pouds pour les n@mes raisons qu’ava@es
ci-haut pourV. Le maximum obse&pourZn accompagne I'atteinte de la configuratén
sous-couches comites3d!?4s2. L électronéjece étant un deglectronsts, ce maximum
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H He
—74,5 +21,2
Li Be B C N @] F Ne
—-59,8 —36,7 —-17,3 —122,3 +20,1 —141,3 -337,5 -+28,9
Na Mg Al S P S Cl Ar
—52,2 +21,2 —-19,3 —131 —68,5 —196,8 —349,2 +35,7
K Ca Ga Ge As Se Br Kr
—45,4  +186 —-35,3 —139 —103 —203 —324,1 +40,5
Rb Sr In Sn Sb Te 1 Xe
—37,6 +145 -19,3 —-99,5 —-90,5 —189 —295,2 +43,5
Sc Ti \% Cr Mn Fe Co Ni Cu Zn
+70,5 +1,93 —-60,8 —-93,5 +93,5 —44.5 -—-102 —-156 —173 —8.7
Y AL Nb Mo Tc Ru Rh Pd Ag Cd
+38,6 —43,5 —109 —114 -95,5 —145 —162 —-98,5 —193 +26,1

TAB. 4.3 — Affinité électronique (ek.J/mole) deséléments selon Zollweg

s’explique par le rame raisonnement que celui empagi-haut pouBe.

Affinit & électronique

Une propréte qui n’est pas sans rappeller le premier potentiel d’ionisationadinit & électronique
C’est I'energie qui accompagne la capture d&lactron par urelementX pour former I'anion
X

Ax = Eo(X7) — Eo(X) (4.33)
On voit que— Ay n'est rien d’autre que le premier potentiel d’'ionisation de I'anin : I'anion
X~ est stable quand Ax est positive, donc quandy est regative. Tout comme le premier po-
tentiel d’ionisation qui donne uneée de la position de I'orbitalegpiphérique, par le thoeme de
Koopman, I'affinie €électronique est rade approximativemeré I'eénergie de la prerare orbitale
vacante de Blément. Le tablead.3 montre les valeurs dé y desélements.

La plupart destlements ont unelx négative. Les halagnes sont caraetises par des valeurs
les plus ®gatives dedx tandis que leurs voisins imidiatsa la droite du tableaugsiodique,
les gaz rares, ont tous une affeniélectronique positive. Ceci réte la stabilié particulere de
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la configurationa couches comptes des gaz rares. Pareillemefit; augmente (devient moins

négative)

— quand I'on passe deséataux alcalins aux alcalino-terreux qail'exception deBe, ont tous une
Ax positive,

— quand I'on passe de la famille du cuivaiecelle du zinc, &fletant la stabilié de la configuration
a sous couche conmgge (n + 1)s*nd'?,

— quand I'on passe de la famille du chromeelle du mangarse, éfletant la stabilié de la confi-
gurationa sous couche demi-congénd®,

— quand I'on passe du groupe Va au groupe Vlafletant la stabilié de la configuratio@ sous
couche demi-comptenp?.

4.4 Termes spectraux

Rappelons que I'hamiltonien exact d’'un atoan® €lectrons fcrit rigoureusement sous la forme :
H=Hy+ 6V

Il ne se Bduita la forme gparable, que dans I'approximation désectrons inépendants. Dans
cette approximation, uatatélectronique est unaerminant de Slater construit avec les orbitales
atomiquesus, np, etc. En d’autres termes, detiat est s@cifié par les nombres quantiqués m;),
(si,ms;) aSSOGES aux moments ogtiques orbitalaires et aux spins individuels dedectrons. En
effet, H, commute avec les (éqnateursff, ZAN», 52, 5., de chaquelectron. Au contrairea cause des
repulsionsélectroniquesH ne commutent pas avec ceseopteurs individuels ; il commute avec
les oerateurs.?, L, (52, S.) du vecteur moment cetique (spin) total :

L=Y"1, S=Y53 (4.34)

4.4.1 Terme spectral : [Bfinition

On a donc inéréta regrouper les fonctions propres Heg, ca d. lesétats stationnaires de I'atome
décrits dans I'approximation désectrons inédpendants, selon les valeurs propred.éé.., et de
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52, S,. On erifie aigment queﬁ et S, definis par ¢.34), sont des moments angulaires. Les valeurs
propres dd.2, L., (52, S.), sont donc sgcifiees par les nombres quantiqués M), [(S, M)]. Par
définition, un terme spectral est un groupétdtsemanant de la Bme configuratio@lectronique
partageant les Bmes valeurs dé etS. On les nomme par un symbole du type

25H(Lettre)

avec la correspondande« (Lettre) établie selon la convention suivante :

L \O 1 2 3 etc
Lettre\ S P D F etc

4.4.2 Addition de 2 moments angulaires : Rgles

Qo[nment obtenir les valeurs propreside L, (52, S,) a partir de celles des moments individuels
I, (57, 3,;)? Endautres termes, quelle est la relation entre les nombres quantiques, Mg
et les nombres quanthuesmz, s; = 1/2,m; individuels. Une égle simple existe pour I'addition

de deux moments angulairgs j»

Soit.J = j; + j». A partir desétats propres gifies par les nombres quantiques, m ), (jz, m2)
des moments individuel§j?, j.,),7 = 1,2, on ne peut former destats propres deJj?, J,) de
nombres quantiquds/, M) que siJ et M satisfont :

1. Regle du triangle:
J=j1+ g2, 51+ Ja— 1, ]t — o

M:m1+m2

Ces Bgles s'ajoutengévidemment la gle Egissant la quantification decomme moment angu-
laire, cad. :
—J<M<+J
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4.4.3 Exemples
Premiers états excités deHe : configuration 1s'2s!

La configurationl s'2s' donne lieua 4 ceterminants de Slater distincts :
¢1 = [Lsa 250, g2 = |Lsa 2503, ¢3 = |1s B2sa, ¢4 = [153 2s/3]

A l'ordre zéro, ces 4 dterminants ont la Bmeénergie. lisonttoug = 0,1, = 0ets; = 1/2, 55 =
1/2. Selon la egle du triangle, on a donc

L=0,M=0

et
S=0,Ms=0 ou S=1Mg=-1,0+1.

On peut donc avoir deux termes spectraéig et'S. Le *S comporte Ftats :

(L=0,M=0,S=1), Mg =—1,0,+1

Il est clair quep; = |1sa 2sa| est unétat avechs = +1. Il appartient @cessairement aib.
De méme pourg, = |1s3 2s3| qui est l'etat avecMs = —1 du3S. Il restegy, = |lsa 253
et ¢ = |1sf 2sal, qui sont tous deétats propres dé. avecMg = 0. Ni 'un, ni 'autre n’est
cependant uitat propre dé&?2, mais les combinaisons Bairess; + ¢, le sont. En fait, on montre
que : R

S*{pa + ¢3} = 20*{da + ¢3} = S =1

Sy — 3} = 0{¢hs — 3} < S =0

En réesung, la configurationi s'2s' comporte 4tats, que I'on peut regrouper en 2 termes spectraux,
un3S (comportant 2tats,¢,, ¢4 etg, + ¢3) et unlS (comportant un sewdtat,¢, — ¢3).

Etat fondamental deC : configuration np?

Dans cette configuratioa 2 électrons,S = 0,1 toujours comme dans I'exempleguedent. En
plus, aved, = 1,[l; = 1, on peut avoit, = 0, 1. Sans encore tenir compte du principe de Pauli, on
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prévoit donc les termes suivants :
3D,1D,3P,1P,33715

Ce qui donnerait un total de 38ats. Or, en cons@ant tous les @&erminants de Slater que I'on
peutécrirea partir de la configurationp?, on ne trouve que 16tats. Il est clair que certains des
termeséenunerés ne sont pas permia,cause du principe de Pauli. On peut trouver les termes
assodesa cette configuration en predant paglimination comme suit :

1. Consicerons le terme avec le plus gradd L = 2) et le plus grands (S = 1), soit le3D.
Si ce terme existe, on doit pouvoir construire Wtedminant de Slater aveld = +2 et
Mg = +1. Le seul éterminant que 'on peut envisager de ce typgwest;a np1al =0
Le 3D est interdit par le principe de Pauli.

2. S'il existe, le prochain termé D, doit donner lielta unétat aved/ = +2 (doncm; = +1 =
my Nécessairement) @l = 0 (mg; = +1/2 = —my»). Le determinantnp o npy1 3| # 0
correspond biea cette description. Le termé existe,

3. Le prochain terme est [éP. S'il existe, on devrait pouvoir trouver u@tat avecM =
+1, Mg = +1. On peut en effet construire leeterminantnp,« npoa| # 0 qui corres-
pond biena cette description. Par cauent, le terméP existe.

4. Pourétablir si le termé P existe, on doit trouver, non pas un sétat avec/ = +1 et
Mg = 0, car un telétat doit forément exister, vu les termé® et 3P que I'on aétablis
auparavant. Comme chacun de ces deux termes contiétatavecV/ = +1, Mg = 0, on
doit pouvoir construire jusqa’ troisétats de ce type pow@tablir I'existence du P. Or, on
n’en trouve que deuxéalisations possibles :

‘np+104 npoﬂ\, ’npﬂﬂ npoCY!

Le terme' P n’existe donc pas.

5. De méme pour ce qui est dif : s'il existe, on doit pouvoir trouver deudtats aved/ =
0, Mg = +1. Seul le @&terminant

Inpyianp_ial #0

A

esttroue (npoa npecr| = 0 estinterdit). Il doit ecessairement faire partie d@t déjaétabli.
Le terme’S n’existe donc pas.

6. Finalement, le terméS existe, car on trouve troigtats aved\/ = 0, Mg = 0 (deux ap-
partiennent aux deux termegjd établis) :|np, 1o np_16| # 0, |[nps13 np_1a] # 0 et

|npoa npo 3| # 0.
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En réesung, la configuratiomp? ne peut donner lieu qu’aux trois termes suivants :

ID 3P IS

Remarques :

— Avec une configuration du typep'n/p! tous les termes$D, D, 3P, 1 P,35, 1S sont permis.
— la configurationnp? donne lieu aux r@mes termes que la configuratiop?. En geréral, la
configuration(nl)” donne lieu aux rdmes termes que la configuratipn )2(2+1)-,

4.4.4 Couplage spin-orbite : nelange de L et S

Le mouvement orbital de&lectron donne naissanaein champ maggtique interne proportionnel
a L, champ qui peut ineragir avec 'aimantation (moment néiguue) intringque assoée au spin
du mémeélectron. On appelle cette interaction (faible), couplage spin-orbite. Ellecestalpar
un potentiel d’interaction du type

~ A A A ~ ~

Viex L.S = L,.8, + L,.S, + L..S. (4.35)

Quand I'on tient compte de cettétrfaible interaction, on doit classer Eats atomiques en termes
de valeurs propres d&?, 52, J?, J., ol

-

J=L+8 (4.36)

et non en terme dé2, 52, L,, S, car ces deux derniers emteurs (composantes 'z’ deet §) ne
commutent pas ave\z;o Si on cénote par/ et M, les nombres quantiques asgscaux valeurs
propres des drateurs/2, J, du moment angulaire total, alors

J=L+S, .. |L-S5|, Mj;= M+ Mg

— lesétatsélectroniques sont maintenant ide@fipar les quatre nombres, S, J, M),
— un terme est un groupe @&/ + 1) états et est ident#ipar(L, S, J). Il est noé

25+ (Lettre) s
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Par exemple, le term&D dérivant de la configurationp? corresponda S = 0, L = 2. Il donne
donc lieua une valeur d&/ unique,J = 2. Onécrira ainsi' D, pour ce terme. Le term&P, lui,

corresponch S = 1, L = 1; dans ce cas/ peut prendre trois valeurs/: = 0,1, 2, et on aurait
donc trois termes diffrents’ P, (1 état),> P, (3 états) ef P, (5 états).

4.45 Regles de Hund

Quand I'on tient compte déV” (c.a d. de la vraie interaction coulombienne entredkstrons),
les differents termeémanant d’'une @me configuration n’ont plus la@meénergie. Lesagles de
Hundétablissent que :

1. Le terme de plus bas@mnergie pour une configuration dd@est le terme de plus grande
multiplicité de spin (caraéti par la plus grande valeur d8.

2. Parmi les termes de@&me multiplicie de spin (de @meS), le terme caraéris par la plus
grande valeur dé est de plus basgmergie.

3. Sil'on tient compte du couplage spin-orbite, alors, parmi les termesésean et S, celui
de plus bassenergie est
— celui caracdtrise par la plus petite valeur desi la configuration contient une sous couche
moins qua demi remplie.
— celui caractris par le plus grand dans le cas contraire.

Exemple : Pournp?,

Ordre des niveaux avant leg de @gererescence duaV, :

E(*P) < E(*D) < E(*9)

En tenant compte du couplage spin-orbite, on aura :

E(CP) < E(P) < ECPR) < E(*Dy) < E(*Sy)
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4.5 EXxercices

1. Le moale desélectrons inépendants le plus simple pour He est obtenu égligeant
compktement I'interaction coulombique entre les dé&lectrons du sy‘etneEcrivez I'ha-
miltonien effectif mon&lectroniqueh de ce modle et donnez la formeégérale a) des or-
bitales, b) des spin-orbitales et c) desergies orbitalaires de ce sgshe. Calculez le pre-
mier et le second potentiel d’ionisation de I'atome dans cette approximation. Comparez vos
résultats avec les valeurs éqomentales suivantes :

— premier potentiel d'ionisationi/ P), = 24, 6eV’
— second potentiel d'ionisatiofY P), = 54, 4eV/
A la lumiere de vos observations, critiquez ce led

2. Dans un traitement &s grossier d’'un sys8me lireaire de liaisons conjuglees, on consete
que lestlectronsr se meuvent dans un potentiel uni-dimensionnel moyen tél,gue Vgt
est constant (nul) si la position de I'électron le long de la cHae de liaisonsr (dont la
longueur estl) satisfait0 < x < L, et infini ailleurs. On appelera ce méekk 'moctle
particules dans une bite”.

Déterminez a) les orbitales, b) lemergies orbitalaires et c) les spin-orbitales d'un tel
syseme.

3. Pour étudier tes qualitativement le comportement desélectronst dans le benzne, on
propose que ceslectrons puissergétre consiérés comme des particules iygendantes se
mouvant sur un cercle de raygrfixe, sitle sur le plancz. L’hamiltonien de ce sy8ime est

6
H=> h(i)
=1
avec

- 2 0
h(i) = — —
2mep2 8902
ou p; est I'angle forng par le vecteur de position dweimeélectron (dans le plan) et I'axe.
Montrez que

e me”Z

Ynlip) = ——

V2r

sont des orbitales dans ce n#dd, dit 'particules sur un cercle’, du beeze. Dressez un

diagramme montrant les trois premiers niveaugrgrgie orbitalaire de ce sy&ne, avec
leur degerérescence respective.
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4. Consicerons deuxlectrons 'de rame spin’, c’est dire cecrits par la néme fonction de
spin,«a, disons.
(a) En vous placant dans I'approximation défectrons inépendants, montrez que les
deuxélectrons doivent&cessairemerdtre cecrits par des orbitales; o, differentes.

(b) Montrez que le derminant de Slateré&trivant I'état du systme forn@ de ces deux
électrons dans les spinorbitalesgmittes se factorise en

%{%01(771)%02(772) — @1(7) @2 (7)) Y (1) r(2).

(c) Vérifiez que ces dewdectrons de me spin ne peuvent pas se trouver &nma en-
droit, ca d. que I'on ne peut pas avoir

Fl :FQ.

5. En respectant le principe de Pauli, construisez la fonction d’ondeé&tatifondamental de
I’ éthykne (un systme de 2lectronsr ) dans le modle ‘particules dans une fii@’ considceré
ci-haut pour les sysimes de liaisons conjugLees.

6. Ecrivez la configuration de &tat fondamental du butagtie, un systme de £lectronsr (2
liaisonsm conjuglees), dans le Bme modle. Quelle en serait&nergie totale ?

7. En respectant le principe de Paukcrivez a) la configuratioreélectronique, b) Energie
totale et c) la fonction d’onde totale, deetat fondamental du beaae @crit dans le moéle
‘particules sur un cercle’.

8. On donne au tablead.4 les premier et deugime potentiels d’ionisation ainsi que I'affiait
électronique des huélements de la secondénode du tableau @riodique. On rappelle que
I'affinité électronique,— Ax d’'un élementX est aussi le premier potentiel d’ionisation de
'anion X~ :

— Ax = Ey(X) — Eo(X™) = L(X7) (4.37)

ElementX | Li Be B C N O F Ne
L(X)/eV | 5,30 9,32 8,30 11,26 14,53 13,62 17,42 21,56
L(X)/eV | 75,6 18,2 25,2 244 296 351 35,0 41,0
—Ax /eV 0,620 0,330 0,179 1,27 —20,1 1,46 3,49 —0,30

TAB. 4.4 —
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(&) En supposant queélectron g@riphérique deX — est dans une orbitale hydrégdde,
calculez la charge nuéhire effectiveZ, s, ressentie par cetlectron dand.i~, Be™,
C~, F~, a) directement de la valeur dé&y, b) en employant lesgles de Slater.

(b) En supposant queélectron griphérique deX ™ est dans une orbitale hydrégdde,
calculez la charge nuéhire effective, s, ressentie par Blectron gripherique de
F*. A partir de ce Esultat, et des@sultats de la question peedente, et en employant

la relation
)

2Zeff

qui donne, exactement, la valeur moyenne du rayafun atome hydrogndde, de
charge nucdaire Z.;;, dans létat,,,,, estimez le rayon moyen, (en @ndtomique,
le Bohr,1Bohr = ay), de I~ et de F*. Comment peut-on expliquer la difénce de
taille de ces deux ions ?

(c) Il estinteressant de comparer les variations-del x sur la deuxéme griode,a celles
de I;(X). En vous refrant & la structureélectronique de I'anionX —, donnez une
explication rationnelle aux observations suivantes :

i. —Ayx atteint un maximum pouk = C( tandis quel;(X) atteint un maximum
pour X = N.
ii. —Ax chute dramatiquement quand I'on passefda Ne.
Laquelle de ces deux observations est bigfiee dans la charge nueire effective

Z.sy, ressentie par Blectron g@riphérique de 'anion et calc@e par les egles de
Slater ?

<7 >u= [3n? —I(l + 1)]

9. Imaginons un monde dans lequélBctron a un spis = 3/2.

(a) Enunerez les valeurs possibles de. Décrivez lestats de spirelectronique corres-
pondanta chacune de ces valeurs.

(b) Quelle serait la configuratioglectronique d&', Ne, Sc, Fe, S, dans ce monde ? (On
supposerait que les OA continueénsuivre la egle de Klechkowski)

(c) Esquissez la forme gu’emprunterait le tablea@ripdique dans ce monde :

— Combien de familles (groupes) comprendra
— le blocs?
— leblocp?

— Quelle type de configurationgfinira destléments 'nobles’ ?

— De combien de fagons peut-oatiser une configuration avec (au moins) trois spins
électroniques parallles dans une sous couche?

— Quel est |element le plus stable parmi ceux de la preraigeriode qui comporte des
élements du blop ?
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Que se passerait-il si&lectron avait un spig = 17?
10. Soit deux moments angulairgs j, independants (avefia, jos) = 0, a,3 = x,y, 2) et
leur sommeJ = j; + jo.
(a) Montrez quefest aussi un moment angulaire.
(b) Montrez que
J? = 33+ Js + (rador + Jiydoy + J12J22)
ne commute pas avgg,, jos, o, § = x,¥, ~ mais qu'il commute bien aveg, ;3.
11. En utilisant 'exemple de la configuratiotp? pour un atome, illustrez clairement la relation
entre les concepts suivants :
(a) configuratiorélectronique, (b) termes spectraux, &tats

12. A l'aide d'un diagramme de niveaux&hergie, illustrez 'effet Zeeman sur lefats du terme
3P de la configuratiomp?.

13. Consicerons la configuration s?2s22p?3p de I'azote dans u@tat excié. On montre que les
états de plus basse d’energiérivant de cette configuation forment un terme spectfal
D’autre part, on sait que la configuratiohs®2s22p® de I'état fondamental de I'atome ne
peut pas donner un ternteD. Quel facteur interdit le terméD pour la configuration de

I état fondamental de I'azote ? Expliquez pourquoi ce facteurer®plus dans le cas de la
configurationls22s22p23p.

14. Donnez les termes spectraukrivant de la configuratiomp* dans I'ordre desénergies
croissantes (couplage spin-orbite inclus). Indiquezéaférescence de chaque niveau.

15. Montrez que les termes spectra@ridgant d’'une configurationd? sont :3F,'G 1D, 3P 38S.
Calculez les valeurs dé assocgesa chacun de ces termes.

16. La configuration de Btat fondamental de I'atome de Zirconium é&tr]4d*5s>. Celle de
I'atome de Nickel estAr|3d®4s2. Indiqueza quel terme spectral appartiendrai€fat fon-
damental dans chacun de ces deux cas.

17. La configuration de Btat fondamental de l'iof;** est

[Ar]3d*

ou [Ar] représente la configuratios?2s22p%3s?3p°® desélectrons du ‘coeur’ de I'atome.
Gracea l'effet d’ecran de celectrons de coeur, on peut considr que |electrond est
assujettia un champ moyeaquivalenta celui d’'un noyau de chargg = +4. Dans cette
approximation, I'ion7'** est donc consiglé comme un atome hydigdde exié a unétat
3d.

(a) Décrivez les termes spectraux que peut donner la configuratiod' de I'ion T3+,
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(b) Décrivez comment le niveati;; de I'ion se scinderait en plusieurs niveaux si I'on
tient compte du couplage spin-orbite. Indiquez Egeherescence de chaque niveau
d’énergie dans ce séma.



Chapitre 5

ORBITALES MOL ECULAIRES

Nous avons vu que, dans le cadre d’'un gledielectrons in@pendants, la fonction d’'onde d’'un
sysemea plusieurseélectrons, qu'’il soit atomique ou négulaire, est un produit antisyatrise
d’orbitales ou plubt de spin-orbitales. Ce sont des fonctions métextroniques qui, dans le cas
d’'un atome, s’apparentent aux fonctions propres duesysthydrog@ndde correspondant. De la
méme margre, on peut obtenir uneéé qualitative de la forme et de la disposition des orbitales
d’'une mokcule donge en consigrant le systmea unélectron correspondant. Dans ce qui sulit,
on consi@&rera en dtail la construction des orbitales des Bmlles diatomiques homo-néeires

A,, et FeteronuckairesAB. Le principe de la classification des orbitales selon leur comporte-
ment visa- vis des oprations de syi&trie du systme sera d’abord expesLa construction des
orbitales selon une @thode courante, dite@hode LCAO sera ensuite abégd Les principes de
cette neéthode seront ensuites utéiss dans la description des orbitales éaalaires de quelques
molécules simples.

Il est important de souligner que la struct@ectronique que I'on conséde ici est assoeke a

une configuration nuéhkire ou @omnetrie donee. Cette structurélectronique, les orbitales, leur
energie, leur degrd’occupation, etc., varie d’'uné&gnetrie nuceéairea une autre. Quel sens peut-

on donnem ce concept de structuedectronique dfiniea une configuration nughire fixee ? Quel

rble peuvent-ils jouer, les quarét comme Energieélectronique totale ou orbitalaire, vésvis

des mouvements nugdires ? La&ponse ces questions est fournie par le formalisme sous-jacent
a ce qui est appelapproximation de Born-Oppenheimer. Nous donnerons donc tout d’abord un
survol de cette approximation.

100
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5.1 Approximation de Born-Oppenheimer

5.1.1 Hamiltonien mokculaire

Si I'on tient compte des mouvements ne@ires, alors I'hamiltonien totaledrivant un sygtme
moléculaire comportan¥ noyaux de charg€,e et de massé/, etn €lectrons est

]:I = TN + Vnn(ﬁa) + f{el(éa) (51)

ou

. N h2 )
= - 5.2
=X (o) v 52)
est 'opérateur assoeia I'énergie cigtique desV noyaux et
. NN ZoZge?
Vin(Bo) == % ke (5.3)

a=1 B#a (47T€o) ’ Ra - Rﬂ ’

repesente leur interaction coulombienne. Lémpteurﬁ[el est I'hamiltonierélectronique assoea
une geonetrie nuckaire fixée, le néme hamiltonierélectronique que celui rencoatau chapitre
précedent, soit

2

n 2
ﬁel(éa)zz{—;n V2 4+ Vie (7 }+ZZ - (5.4)

ey (4me,) | 75 — T

avec
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_i Zae® (5.5)

a=1 (471—60) | Fz - Ra |

C’est cet hamiltonielectronique éfini a une configuration nughire fixee que I'on remplace par
la somme d’hamiltoniens moitectroniques effectifs, dans un moéle deslectrons inépendants.

5.1.2 Approximation de Born-Oppenheimer

On prendra soin de noter quecause de lagpendance dg,, sur}?a, I hamiltonienélectronique
H,, depend paragtriquement des coordo@es nucaires. Il ne commute donc pas avec éogteur
Ty, et comme ces deux épateurs apparaissent dans I'hamiltonien &oaolaire H, les mouve-
mentsélectroniques et nughires ne sont pagparables, c’est- dire que, rigoureusement, on ne
peut pascrire la fonction d’onde totalé (77}, ﬁa) sous la forme d’un produit de deux fonctions
d’onde €pakges, I'une pour les noyaux, I'autre pour Eectrons.

L'approximation de Born-Oppenheimer propose cependant une telle forme de produit pour la fonc-
tion d’onde totale. Dans cette approximation,&mmit

Uiot(7, Ra) =~ C(Ro)-0(7 | Ra) (5.6)

la fonctiony(7; | R,) étant une fonction propre dé.,(E.,), (avec valeur propré&, (R, )); et de

ce fait, elle @pend paragtriquement dek,, tout comme elle épend de la valeur de bien d’autres
parangtres : la charge, le nunero de charge,, des noyaux, la constante de Plaigletc. On sou-

ligne cependant cetteedendance paragtrique de)(7; | ﬁa) surR,, car sa pesence fait ques(6)

ne repésente pas unéparation de variables authentique, comme on l'avait apprise auparavant.
On dit que b.6) repesente unséparation adiabatiquentre Ieselectrons et les noyaux. Si I'on
laisse agir 'hamiltonien totall/ sur cette expression dgot(7;, &, ), alors on obtient I'expression
suivante de Bquation de Sclidinger

H¥tot = ((Ra) - Hato (7 | Ro) + [(T + Vi) C(Ra) | - (7 | Ro)
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= E((Ra)(7 | Ra) (5.7)

Sil'on consicere que)(7; | ﬁa) ne cépend que faiblement des coordérr nudairesk,, alors les
termes[TANw} ¢ et (1/Ma)§awﬁag dans B.7), termes ditcouplages non-adiabatiquegseuvent

étre regliges visa-vis des termes restants; en particulier ces couplages non-adiabatiques sont
geréralement bien plus faibles que le terfigy = E.;1), dii au fait queM, > m.. Sans ces
termes de couplage non-adiabatique?) se eduita

(17w + Vin(Ba) + Ba(Ra)| ((Ra)) (7, | Ra) = EQ(Ra)-4(7; | Ra), (5.8)

ou, simplement

(T + Vin(Ra) + Ea(Ra)| ¢(Fa) ~ E¢(Ra), (5.9)

qui repésente unéquation aux valeurs propres poj(is, ). Cetteéquation a la forme d'une
équation de Sckidinger pour le mouvement niéelire, avec un potentiel effectif

‘ U(éa) = Vnn(éa) + Eel(éa)' ‘ (510)

La fonction¢ (R, ) est appede fonction d’onde nuéhire ; elle écrit les vibrations et les rotations
de la moéculedans unétat électronique don@ En effet, pour chaquétat proprey;(7; | ﬁa)
de I'hamiltonienélectronique H.,, le potentiel gouvernant ces mouvemenfs1(), depend de la
valeur propre assoet E/,(R,), et les mouvements nigires, donc lestats vibrationnels et rota-

tionnels, diferent d’'unétatélectroniquea un autre. On appelle les difentes fonction#/; (R, ),
définies par$.10), courbes ou surfaces @hergie potentielle

En résung, dans I'approximation de Born-Oppenheimerganit la fonction d’onde totale sous la
forme du produit d’une fonction d’ondeectronique avec une fonction d’'onde reaite. La fonc-
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tion d’'ondeélectronique @pend paragtriquement de la@pnétrie nucéaire et est une fonction
propre de I'hamiltonielectronique. La somme de la valeur propre agsmdl’énergietlectronique),
et du potentiel deéapulsion coulombienn®,,,, définit un potentiel effectif qui gouverne les mou-
vements nudaires. Ceux ci varient donc d'@atélectroniquex un autre.

5.2 Synetrie des orbitales : I'exemple des mdlcules lireaires

5.2.1 Generalites

Toute moécule diatomique, et plusgeralement, toute métule lireaire posgde une syretrie de
révolution autour de I'axe internuhire, qui est un axe de rotation d’ordre infini. Ceciimplique que
les proprétes de cette mékule sont invariantes par rappartine rotation d’'un angle quelconque
autour de cet axe. En utilisant les coordees sphriques éfiniesa la figure5.1, on trouve que
Vegf ainsi quev,,., le potentiel d’attraction coulombienr@ectron-noyau, negpendent que de

et def.

Par congquent, on trouve qué, commute aved, et les orbitales mékculaires peuvengtre
construites fonctions propres de. En fait, ’hamiltonien monclectronique effectif, ne cepend
de I'angley que par l'interngédiaire de I'ograteurd? /0p? oc L2. Ses valeurs propres, c'estdire
les énergies orbitalaires; ne cependent donc du nombre quantique n&guem qu’a travers
m?, c'esta-direa travers| m |; tout niveau caraérise par une valeuk de| m | non nulle est
donc doublement&berére, car I'on trouve toujours deux orbitales qui y sont assesi I'une avec
m = +k, 'autre avecn = —k. On nomme les orbitales de la réolule, selon la valeur dem |,
par une lettre grecque minuscule en utilisant la conventédimié au tableat.l

valeurdel m | | type d’orbitale
0 o
1 T
2 )
3 @
>3 ordre alphabtique

TAB. 5.1 —Convention de nomenclature des orbitales d’'unegouale lireaire
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FiG. 5.1 —Définition des coordorges sphariques pour urelectron dans une metule diatomique

5.2.2 Molecules lireaires centrosynétriques

Notons que la nomenclature du tablead s’appliquea toute moécule lireaire. Dans le cas
des mokcules centrosyatriques, telles les metules diatomiques homoneeiresA,, des tri-
atomiquesX AX, etc., I'existence d’'une syatrie d’inversion par rapport au centre de la ewlle
permet la classification des orbitales selon leur comportemerit-vis-de cette inversion aussi.
Les orbitales peuverdtre paires (de caraae g, pourgerade= paire en allemand) ou impaires
(de caradtreu, pourungerade= impaire en allemand). On est donc araenparler d'orbitales
04, Ou, Ty, Ty, €IC . .. Les caradristiques gréraux qu’on vient cetablir pour les orbitales d’'une
molécule lireaire centrosyitrique sont appéksynetrie de I'orbitale : on parle ainsi d’une orbi-
tale de syratrieo,, par exemple.

De facon plus grérale, la classification des orbitales d’'une ewlle quelconque utilise les concepts
de la tleorie des groupes de sgtnie'. Chaque malcule peuttre clasge en terme de la syatrie
que sa gonetrie dequilibre pesente : par exemplél, O est de syratrieC,,, C H, de synetrieT,.
Pour chaque groupe de sginie don®, il existe un petit nombre de 'patrons’ de comportement pos-

1L a theorie des groupes de seinie fait 'objet d’'un cours 8pag, au niveau destudes sugrieures
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sibles de fonctions dites ad@etsa la synétrie, ca d. de fonctions propres communes auxatiéhts
opérateurs de symatrie du groupe. Ces 'patronséfinissent des classes amd repegsentations
irreductibles du groupe. Les orbitales @allaires (OM) et legtats makculaires, (ceux-ci sont
repiesenés par desé@terminants de Slater employant des OM), sont émssidentis en termes
de ces ref@sentations igductibles de la #orie des groupes. Lutilisation sgshatique de la
symetrie facilite aussi grandement la construction des OM parédthode LCAO étaillee dans
les sections suivre.

5.3 Meéthode LCAO

L’ équation de Sclidinger inc&épendante du temps pdiite Esolue exactement dans un casé@calaire
simple, celui de I'ion madculaire ;" dans une gonétrie nuckaire fixee correspondarit une
valeur donie de la distance internéelire R. Lexpos de ces solutions exactesgpente peu
d’intérét dans la mesuretioni ces solutions elles-éme, ni leur mode de construction exacte ne
sont geréralisables des systme plus complexes.

Il suffit de mentionner que&tude des solutions exactes péiir montre que ses orbitales naol-
laires tendent tous asymptotiguementa(d. dans la limiteR — o0), vers des combinaisons
linéaires simples d’orbitales atomiques. En fait, ces combinaisoaailes continuen& bien
repriesenter, dans unees bonne approximation, les orbitales de ceesysta unélectrona tout

R # 0. Toute approche #orique dans laquelle on exprime les orbitaleséuolaires sous la forme

de combinaisons liaires d’orbitales atomiques edsigree par le vocablearéral de nethode
LCAO (pour Linear Combination of Atomic Orbitals), et constitue I'approche la plus couramment
utilisée dans des calculs de chimie quantique.

5.3.1 Principe de la néthode LCAO

Pour exposer simplement le principe de lathode LCAO, nous congiderons I'approche la plus
elementaire de ce type pour une alle diatomique. Dans cette approchegorit les orbitales
d’'une mokcule AB sous la formeégérale
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UV = CqPa + Coipp (5.11)

ou o, et y, sont des orbitales atomiques cé&as sur le noyaul et B, respectivement, et sont
suppoges connues. Les coefficientset ¢, sont les inconnues du pravhe, et sont germirés
variationnellement. Lexpd@ssuivant utilise I'hnypotbse que les orbitales atomiqueset ¢, sont
choisies eelles, ainsi que le sont les coefficientset ¢;,. L'application du tleoreme variationnel
(voir Chapitrel, sectionl.3.3 demande que I'on minimise la quagtit £ >, définie par

 [rhydV

< B Ty

(5.12)

par rapportic, etc, (Le denominateur ref@sente la constante de normalisation de la fonatipn
L’ équation $.12 repfesente, dans I'approximation dékectrons inépendants, &nergie mono-
électronique moyenne dans l'orbitale d’esgaiAvec (5.11), on a

CgHaa + C%be + QCaCbHab

—< E >y = 5.13
€=< >w Cg + Cz + 2Cachab ( )

ou
Ho= [@ihgadV,  Hi= [ oihadv, (5.14)
Hyy = / prhoydV = / prheydV, (5.15)

et

Sw= [einaV = [ gipav. (5.16)
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Notons que linégraleS,, n'est pas nulle : deux orbitales atomiques ceesr sur des noyaux
differents ne sont pas orthogonales. Cettegrdle s’appelle le recouvrement des orbitaleset
vp. Les inegralesH,,, Hy, et S,, ne cependent que des fonctions connyegset ¢,. Ce sont
donc des quangs que I'on peut conseter comme connues. Elleggkndent bien entendu de
Minimisant< £ >, par rapportic, etc,, on obtient

Ca(Haa - 6) + Cb(Hab - ESab) = 07
(5.17)
Ca(Hap — €Sap) + c(Hy, —€) = 0,

qui est un systme déquations ligaires pour les deux inconnueset ¢,. Ce syseme ne possie
de solutions non- triviales que si et seulement si

(Haa — 6) (Hab — 6Sab)

(Hap — €Sa)  (Hy—¢) |~ (5.18)

Cette condition, appekéquation &culaire repésente un@quation algbrique du second ordre
pour I'énergiee, qui elle aussigtait inconnue. Elle possle deux solutions,, ete_, et 'on ne
peut obtenir que deux orbitales récllaires avec une combinaisondaire de la forme limée de
(5.11. La forme de ces deux orbitales s’obtient une fois que les coefficigms, sont ties du
syseme 6.17), avece = ...

5.3.2 Propriétés qualitatives des solutions
Estimation des integrales

Pour des fins d’analyse qualitative de cette section, il est commode d’admettre leselsgsoth
suivantes concernant les@&gfralesH ., Hy,, H,, €Sy, :
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— Intégrales du typéd,, : Dans une prengire approximation, on peut admettre gue

H,, ~ €, (5.19)
Hy, ~ €, (5.20)

ou €Y est I'eénergie de I'orbitale, dans I'atomeA, € celle de I'orbitalep, dans I'atome B. Ce
sont des quangéss regatives.
— IntégraleH,;, : On a estind que cette irtigrale peut €crire soit sous la forme

Hop 2 (€ + 1) S (5.21)

ou sous la forme

Hab ~ (62 + Ub)Saba (522)

ol v,y €St, grosso-modo, &nergie d’attraction moyenne ressenti, de la part du noyds),
par unélectron localigé dans le voisinage de ce noyau, eétut par I'orbitale atomiquey, ).

— Intégrale de recouvrement,, : La valeur absolue de cette @égrale est toujours igfieurea 1;
S.» peutétre positive ou egative et dpend de la nature des deux orbitales img@ieg) ainsi que
de leur orientation relative. La figue2illustre quelques cas typiques.

2En écrivant o )
h=hq+Vep = hp + Veq

ol Ve, (s décrit 'interaction de Coulomklectron-noyaud (B), et ﬁa(b) est pratiguement I’hamiltonien atomique de
A(B),ona

< Pam)|Blar) > = < Pa)ha@)Par) > + < Ca)|Veba) [ Pate) >
0 Zb(a)62
>~ Eqp)— < Pab)l R |Pa(s) >

eb(a)

Le dernier terme dans cecedrit unécrantage de la charge du noyByA) produit par urélectron localig pres de
A(B) dans l'orbitale atomique, ;). Comme dans laésolution de€quations de Hartree-Fock pour un gysea
plusieursélectrons, ceécrantage estéja tenu compte vid/ ¢, on ignorera ce terme ici, obtenast19 et (5.20.
D’autre part, on a aussi

<@alblor > = < @alluloy > + < alVealpp >
(st < @alVealva >) < @alop >
— (€2+ < Saa“/eakpa >)Sab

1

2

ce qui donnef.2]) et (5.22.
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FiG. 5.2 —lllustration de la cependance dé,, sur la nature et I'orientation relative des deux
orbitales impliqees
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Mol eécules homonud@aires

Dans ce cas, onH,, = Hy, (¢ = €) par synétrie.

— Energies orbitalaires
L’ équation &culaire donne

Haa + Hab

= —— 5.23
Haa - ab

= 5.24

‘ 1— Sy (5-24)

Si I'on suppose que S, |< 1, ce qui est souvent valide, on peuwlopper ené&rie de
puissance dé,; pour obtenir

€, ~ 62 + UpSap — vbSib,
€0 — UpSap — VS, (5.25)

12

€_

de sorte que, quel que soit le signe $ig, la difference cenergie entre le niveau nedulaire
le plus haut (orbitale antiliante) et le niveau atomique estsaprea celle entre le niveau
moléculaire le plus bas (orbitale liante) et le niveau atomique :

€antiliant — 62 > 62 — €liant
— Orbitales moléculaires
Correspondard e, (5.23, on obtient, du sysime £.17)
1

Co=Cp= —— (5.26)
2(1 4 Su)

la dernereégali€ provenant de la condition de normalisation

ci + cg + 2¢,cpSap = 1.
De méme, pouk_, on obtient

= oy = _ (5.27)
2(1 — Su)
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Mol ecules leteronucléaires

, : y S o _ o
Pour fixer les i@es, consiérons le cas gifique(e) < ;).

- I:Energies orbitalaires
Ecrivons explicitement Equation &culaire, .18, sous forme dvelopfee, utilisant$.19

(1 —5%)e® + (2HpSup — € — e))e + (2e) — H%) =0 (5.28)
Le discriminant de cettequation quadratique peugsrire
S )( EOS b)
A= (= 02 |1 4 4 Har = oS boab) | 2
(6 Eb) + (62 62)2 (5 9)

Or, d'apes 6.21) et 5.22), (Hap — €9Sw) =~ vpSan, (Hap — €0Sqw) =~ 1,544, de sorte que le
second terme entre accolades dans cette expressidnedé du second ordre &%),. On peut
doncécrire

(€2 — 62)2

a cet ordre. On obtient alors, au second ordré&gn

VA ~ (& — &) [1 o Hw = ¢ aSap) (I 625“”] , (5.30)

(QHQbSab 6 — €b> \/Z (UbSab)2
R e I v ) 3

et

€, = —(2Hup S — €2 — €)) + VA ~ (VaSap)’
2(1-52,) (€ — €2)
On voit donc que_ < e, Cc'esta-dire que:_ est le niveau orbitalaire le plus bas. Ce niveau
moléculaire le plus bas, , est plus profond que le plus bas des deux niveaux atomiques. Un
electron occupant ce niveau stabilisera donc laaauk. Par contre, le niveau régllairec, est
sugerieur au niveau atomique le plakewe, et urélectron occupant, déstabilisera la méicule.
Finalement on remarque quédtart entre le niveau matulairec_ et le niveau atomique le plus
base? est d’autant plus faible que les deux niveaux atomiquesgarnd sont plugloigrés.
— Orbitales moléculaires

Correspondarde_, (5.31),0na

> €. (5.32)
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c ((v%sabo);
Sy %t (5.33)
~ ENIE , )
o " Hy (@ - S,
Posant
. VpSab
(€9 —ep)’

et nous rappelant quet,, — €2S,;) =~ vpSqp, NOUS pouvonsa-ecrire 6.33 sous la forme

O

Cq o 1-— tSab N
qui, avec la condition de normalisation

—t, (5.34)

cZ + cg + 2¢,cpSap = 1,
donne
1 1/2

1
2o IR S O 5.35
1+ 12— 28, 19w = 51 (5.35)

Ca

cp = —tcg >~ —t, (5.36)

au second ordre et (¢t en est du premier ordre).
On a donc, pour 'orbitale métulaire de plus bas&mergie énergie orbitalaire_)

1 = (14+tSe — ;tQ)% — tpp. (5.37)
Un calcul analogue commencant avec la substitutienc . dans le systme 6.17), donne
Yo =rput (1 =750~ 30 (5.38)
ou
= VaSab
(e — €0)

Dansyy, on al ¢, | > | ¢ |, et I'orbitale ¢,, dont I'energie est la plus proche de, domine
I'orbitale atomiquey, ; de méme, dansbs, | ¢, | > | ¢, |, et 'orbitale atomiquep, domine
I'orbitale ,. Dans le cas limite? < €], e_ est virtuellement confondue avefety, ~ ¢,,
tandis quep, ~ ¢, avece, =~ €.
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Regles gnrérales du ceveloppement LCAO

Les observations predentes ne se limitent pasun ceveloppement LCAO liméa deux termes,
comme celui deq.11). Elles se @reralisent pour donner leggles simples suivantes gouvernant
tout developpement LCAO :

— Deux orbitales atomiques ne se combinent (ne 8langent) de facon apgeiable que si

1. elles se recouvrent bien
2. elles sont proches @émergie

Plus ces deux facteurs sont importants, mieux se feraielamge

— Le mélange de: orbitales atomiques donmeorbitales mokculaires.

— La synetrie du sysgme peuéventuellement imposer certaines formes de combinaisaaies
des orbitales atomiques ; ces combinaisoresdires sont dites add&®sa la synétrie. Par exemple,
dans le cas d’'une metule diatomique homonuire commed;, tous les orbitales,, o, etc,
décrites pecedemment sont adag®sa la synetrie de cette mélcule.

5.4 Etudes de cas s@cifiques

5.4.1 H2+ et moékcules diatomiques A2

A I etat fondamental, &lectron unique déf;” occupe une OM qui devrait se céker asymptoti-
guementa |'orbitale atomiquels d’'un atome d’hydrogne isoé (infinimentéloigré d’'un proton
nu). On s’attend dona ce que cette OM soit assez bieecdte par la conbinaison laire de
deux orbitalesls centées chacune sur un noyau. Ceci correspambsery,; = 1ls,) dans
(5.11). On obtient alors ce qui est appeh description dé/;” en base minimale. Dans ce cas, les
integralest,,, Hu,, Sqy > 0 peuvent fvaluer analytiguement. Les figures, 5.4 et5.5 montre

le comportement de ces @grales vues comme fonctions de la distance integaire 2.

La figure5.6 montre les courbes éhergie potentielle pour les deux premietats def,", cad. le
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FiG. 5.3 —IntégraleH,, (en u.a.) en fonction de R(u.a) pour le &ama LCAO impliquant I'orbitale
atomiquel s centiée sur I'une ou I'autre proton déf; .
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FIG. 5.4 —IntegraleH,, (en u.a.) en fonction de R(u.a) pour le &alia LCAO impliquant I'orbitale
atomiquel s centiée sur I'une ou l'autre proton déf; .
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FIG. 5.5 —Intégrale de recouvremertt,, (en u.a.) en fonction de R(u.a) pour le éama LCAO
impliguant I'orbitale atomique s centiée sur 'une ou l'autre proton dél,".
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FIG. 5.6 —Fonctions dénergie potentielle (en u.al),, (trait plein), etU_, (tirets), en fonction
de R(u.a). Ces courbesétiergie potentielle sont asséeis auxétatslo, et 1o, obtenus dans un
traitement LCAO en base minimale &g .
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graphe des fonctions

U.(R) = e+(R)+% (5.39)
U_(R) = e_(R)+% (5.40)

ou ¢4 donrees par§.23 et (5.24) sont lesénergies puremer@ectroniques des dewtats (orbi-
tales)lo, et1o,, définis par

1
lo, = ———(1s, + 1sy) (5.41)
2(1+ Sap)
lo, = ;(Lsa — 1sp) (5.42)
2(1 = Sw)

(on verifiera le bien-fond de I'appelation dorée de ces deux orbitales). L'orbitale, est la
premere OM du types, : elle est obtenue par une combinaison liante desl®Aet 1s,. On
la designe encore,1s pour cette raison. Pareillement, I'orbitale antiliadte, est aussi appeé
o,1ls. La figure5.7 montre une ref@sentation photographique de I'orbitdle, accompagée du
profil de cette orbitale le long de I'axe internéaire. Le caraétre liant de I'orbitale est clairement
ressorti sur ces images. D&me, on peut clairement voir le caract antiliant dd o, repesenée
de la méme facon dans la figues8.

Par le néme proéce, si I'on partait dep,r = 2s,3) dans b.11), correspondané la limite
dissociative @ I'atome d’hydrogne disso@& serait dans #tat2s, on aurait obtenu deux autres
OM : l'une, 20, ou 0,25, est liante; 'autre20, ou 0,2s, est antiliante. La figur®.9 montre
I'orbitale liante 20, sous forme photographique et sous forme tridimensionnelle, cettezderni
servani@a cemontrer I'effet de la surface nodale &vente dangs sur la distribution dans I'orbitale
moléculaire. La troistme paire d'OM du type ., s’obtient par la combinaison lgaire des orbi-
tales2p. ) centees sur les noyaud et 5. Dans ce cas, I'orbitale liante, moata la figure5.1Q
est

30_9 X (2pz,a - 2pz,b)

tandis que la combinaison Baire avec la @me phase entre les dejx ., est antiliante. Notons
que la distinctior2s vs. 2p dans le cas dé/;” n’a pas beaucoup de sens. Ces orbitales atomiques
ont en effet la Bmeénergie, et sont donc susceptibles de se combiner fortemeahmbins, la
discussion pEsente offre un et dans la mesuretcelle est pertinente pour la con@rension

des OM d’une mdicule diatomique homoniédire du typed,.
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FiG. 5.7 —Repgsentation photographique de I'orbitale liante, accompagae de son profil le
long de l'axe internu@aire.
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1.5

FIG. 5.8 —Repgsentation photographique de I'orbitale antiliante, accompagae de son profil
le long de I'axe internudaire.
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Fic. 5.9 — Repgsentation photographique de l'orbitale antilianfir, accompagae d’'une
représentation 3D de I'orbitale vue dans un plan contenant I'axe integairg.
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Fic. 5.10 —Repesentation photographique de l'orbitale antiliante, accompagae d’'une
représentation 3D de I'orbitale vue dans un plan contenant I'axe integairg.
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Finalement, si 'on partait de,s) = 2p,..) (0U @ap) = 2py,q5)) dans 6.11), on obtiendrait
— Orbitale liante, (figuré.11)
17Tx,u X (2px,a + 2p:r,b)

— Orbitale antiliante, (figur&.12
17T:E,g X (Zp:p,a - 2px,b)

Notons que les deux niveaux orbitalaires assegices OM sont doublemenggererés.

5.4.2 Le fluorure d’hydrogene, HF

Les dixélectrons de la mékule HF nous obligert construire au moins cing orbitales raclilaires
pour les @crire. Dans la description la plus simple, utilisant une base d’orbitales atomiqueseappel
base minimalgon ne retiendrait que les orbitales atomiques oeespans leglements, c’'esé-

dire

— l'orbitale 1s pour I'hydrogene,
— les orbitalesl s, 2s, 2p,, 2p, et2p, pour le fluor.

Les combinaisons liaires d'orbitales atomiques cergs sur les deux atomes font donc appel
I'orbitale 1s de I’hydrogene. Sil'on @finit I'axe = commeétant I'axe internudaire de la macule,
anrsSls,gpxm est nulle, et les orbitale®,,, du fluor ne se ralangerait jamais avec I'orbitales
de I'hydrogene. Elles resteront inchabgs, et deviennent des orbitales awllaires ditesion-
liantes Il reste donc pour le fluor trois orbitales susceptibles de se combiner avec I'ofbitaée
I’hydrogene, soit les orbitaleks, 2s et2p.. Examinons leuenergie en comparaison aveerergie
de l'orbitale1s de I'hydrogene (0,5 u.a.) ; on estime que

— €5(F) ~ —37,8 u.a,,
— €e5(F) ~ —1,44 u.a,,
— €9,(F) ~ —0.68 u.a.

A cause de sa dispositi@nergtique bien plus profonde, I'orbitalis du fluor ne se relangerait
pratiguement pas avec l'orbitale de I'hydrogene. Meme l'orbitale2s du fluor ne se ralangerait
que faiblement avec 'orbitales de I’hydrogene. Il ne reste donc que l'orbitalp, (F') qui peut se
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FiG. 5.11 —-Repksentation photographique de l'orbitale liante,, ,,.
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Fic. 5.12 —Repksentation photographique de l'orbitale antilianter, , accompagae d’'une
représentation 3D de I'orbitale vue dans un plan contenant I'axe integairg.
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combiner de facon apgciable avec I'orbitalé s de I'hydrogene. On peut dongtablir que, qualita-
tivement, les six premgres orbitales méktulaires de HF seront, dans 'ordré&deérgie croissante :

— ¢y ~ 1s(F') avece; ~ e1,(F), orbitalenon-lianteg

— 19 =~ 25(F') avece, ~ €x,(F'), orbitalenon-liante

— 13~ 1s(H) +t2p,(F),t < 1, aveces < €a,(F), orbitaleliante,

— Py = 2p,(F), 5 = 2p,(F), avece, = €5 = €9,(F'), niveau doublementéereré. Ce sont des
orbitalesnon-liantes

— ¢ ~rls(H) +2p.(F),r < 1, aveces > e, (F), orbitaleanti-liante.

La figure5.13illustre ces esultats sous forme d’'un diagramme de eltation de niveaux @&nergie.

00 — F F-H H

-05 —
2p
|
[l
-
-1,0 —
2s
15 — H-

FiG. 5.13 —Diagramme de cog&lation des niveaux énergie atomiques et médulaires de HF
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H H

FIG. 5.14 —-Syséme de coordorées utili€ dans la éfinition des orbitales atomiques d&O

5.4.3 Les moécules H20 et BeH2
Le cas deH,0O

On consi@rera ici cette m@cule plane dans le sgshe de coordoreges de la figuré.14, ou tous
les noyaux se trouvent dans le plan xz, et I'axe de&yim du systme coincide avec I'axe des z.
La base minimale des orbitales atomiques est cogstitu

— des orbitaleds(H;),: = 1,2, des deux hydragnes,
— des orbitaleds(0), 2s(0), 2p(O) pour I'oxygene.

Comme dans le caséredent on s’attend ce que I'orbitalé s(O) reste pratiquement inchaee, et
devient simplement une orbitale de coeur non-liante de l&outé. L'orbitale2p, (O) de 'oxygene

ne se recouvrant pas avec les orbitalegH;), elle devient aussi une orbitale non-liante. Seules
les orbitales2s(0), 2p,(O) et 2p,(O) peuvent se combiner avec les del H;). La synetrie

du syséme impose le remplacement de ces deux orbitales hgdduges par les combinaisons
linéaires adagesa la synétrie suivantes :

p1 = 7 [1s(H1) + 1s(Hy)]

N
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902 = L [18(H1) — 1S(H2)} .

V2

De ces deux fonctiong; est de rdme type de sy#trie (type ditea;) que2s(O) et2p,(0O). Ces
trois fonctions se combinent pour donner trois orbitalesamabires du type,

Ve, = 125(0) + c22p,(0) + c31.

En supposant; > 0, la premere orbitale:; est cara@rise par, < 0 etcs > 0. C’est une orbitale
fortement liante, et soénergie est telle gu’elle est la plus profonde des orbitale€ontdires de
valence consigrees. L'orbitalen; de plus haut@&nergie est caraetisee parc, < 0 etes < 0. Elle
est fortement antiliante. La deewe orbitale du type, est non-liante ; son occupation coref,
avec celle de l'orbitale non-liantgp,, permet décrire la moécule avec deux paireséectrons
libres’.

La deuxeme combinaisons leaires des orbitalds; hydrogenddes,p,, est de nBme synétrie que

2p.(O) (symétrieb,) ; leur combinaison ligaire donne deux orbitales neallaires du typé,

Uy, = c42p,(O) + 5409,

dont I'une est liante , I'autre antiliante.

La figure5.15montre les niveaux é&nergies orbitalaires dé,0, ainsi que leur sédma d’occupa-
tion par lesélectrons de valence de la raclle. On y trouve aussi, pour fins de comparaison, les
niveaux des orbitales correspondantes pour l&mae lireaire Be H, qui compte quatrélectrons

de moins qued, 0.
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Le cas de BeH2

Pour ce cas, il suffit de remplacer les orbitales de I'@tygdu cas @adent par celles dBe. La
base minimale est donc consét

— des orbitaled s(H;),i = 1, 2, des deux hydragnes,
— des orbitaled s(Be), 2s(Be), 2p(Be) pour I'oxygene.

Encore une foisls(Be) reste une orbitale de coeur tandis que, compte tenu dedarié de
BeH,, les orbitales de valence seront f@es par combinaison dg avec2s(Be) et devarphisy
avec2p.(Be), Les orbitales2p,,(Be) resteront inchar&es et sont des OM non-liantes. On a
donc:
— orbitalelo,(u) (anti)liante :

lo, = 2s(Be) * cypy

— orbitale2o,(u) (anti)liante :
log = 2p.(Be) £ cp»

— orbitalesr, nonliantes, le€p,,(Be).

5.5 Orbitales hybrides et la nethode LCAO

5.5.1 Orbitales canoniques et transformations

Les orbitales mdculaires dites canoniques, comme elles sont engendlrar éfaut dans des cal-
culs quanto-chimiques employant un logiciel de cal@bsinitio, GAUSSIAN 94 par exemple,
n'ont pas de rapport direct avec la notion de liaison chimitpgalisee : en effet, la densi
électronique dans chaque orbitale estagalement élocali€e au lieu cétre concenére sur les
liaisons chimiquesA titre d’exemples,

— on a vu que dans la matule lireaire Be H,, la combinaison des orbitales de valenge{ 2)
de Be avec les OAls desH donnent les orbitaleko, et 20, qui sont liantes par rapport aux 2
liasisonsBe — H a la fois, la dens# électronique yetant @tlocali€e sur les deux liaisons.

— dans la macule de réthaneC' H,, la combinaison des orbitales de valence=( 2) de C' avec
les OA1s desH donnent les orbitales liantes suivantes
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o) H,0 2H
G

(7,)

()
—H- Db

—H- b
(U7L)

(7,)

—t &

FIG. 5.15 —Niveaux dénergies orbitalaires dé/,O, ainsi que leur sclma d’occupation par les
electrons de valence de la neglule. On montre aussi, en tirets, les niveaux des orbitales corres-

pondantes pouBeH,

1. Yy ~2s¢ + c(1sp, + lsp, + Lspy, + 1su,),
2. o >~ 2p, ¢+ c(1sy, — sy, + 1sg, — lsy,)
3. ’gbg ~ 2py7c + C(—lSHa — 15Hb + 15Hc + 13Hd)
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4. Yy ~2p, o+ c(—1sy, + 1sy, + lsy, — 1su,)

Ces orbitales mélculaires canoniques d&d, sont totalement&localiges et ne sont conceaés
sur aucune liaiso’ — H specifique.

On peut appliqued un sous ensemble d’OM une transformation orthogonale pour obtenir des nou-
velles OM, localiges cette fois-ci. La fonction d’onde totale, qui, rappellons-le, esétarehinant

de Slater construd partir d'un produit d’orbitales, est invariante dans une teleraton. Leénergie

totale aussi est invariante dans une transformation orthogonale d’OM, mais, rigoureusement, la no-
tion d’énergie orbitalaire perd de sens. C’est le grigayer pour une repsentation plus imasgp

de la formation des liaisons par interaction d’orbitales atomiques.

Reprenons I'exemple de la néalule deBeH, : En combinant ligairement les 2 orbitaldss, et
20,, On trouve

OBe—H, X 1lOg + 204 X 25pc + 2p, pe + clsy, (5.43)

OBe—m, X 1oy — 20, X 255, — 2p, pe + Clsp, (5.44)

les deux nouvelles OMg,_p, etog._ g, donnent chacune une desiectronique localise dans
la région assoé&ea une et une seule liaisde — H. Ce sont des OM locakes. Leur introduction
ne modifie en rien la fonction d’onde eéhergie totale d&eH, (un sysemea 6 €lectrons). Mais,
rigoureusement, on ne peut pas parlé&ndrgie des OM localees, car ces OMesultent de la
combinaisons d’OM canoniquesatiergies diftrentes {0, est plus stable qu&r,).

Dans le cas d€'H,, il existe une transformation orthogonale des quatre orbitales canonigues

14 qui donnent quatre orbitales loca@es)\;, i = 1 — 4, dont la composition est doge au tableau
??

Chacune des nouvelles OM (elles sont Bcessairement liantegtant I'images des orbitales
liantes); sous une transformation orthogonale) donne une concentr@tatronique localise
dans la egion d’'une seule liaisof' — H. Par exemple); est locali€e dans laggion de la liaison
C — H,., A3 dans la égion de la liaisort' — H,.
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OA TOM M\ [ OM Xy | OM X3 | OM X\,
2s¢ | 0,5 0,5 0,5 0,5
e | 0,5 0,5 | —0,5 | —0,5
2,0 0,5 | 0,5 | 0,5 | —0,5
o.c| 0,5 | —=0,5 | —0,5 | 0,5
Lsg. | 0,0 c 0,0 0,0
lsy, | 0,0 0,0 0,0 c
1sg, c 0,0 0,0 0,0
sy, | 0,0 0,0 c 0,0

TAB. 5.2 — OM localiges de”' H,

5.5.2 Orbitales hybrides

Les orbitales mdculaires localiges construitea la section prcédente peuverétre vues comme
résultant d’un éveloppement LCAO dans lequel les OA delément central , uelément du bloc

p, N'apparaissent pas sous forme ’pure’, mais sous une forémopditioree de combinaisons
linéairess + p. Ces combinaisonsédinissent des orbitales atomiques hybrides, et les orbitales
moléculaires IocaliéesJBe_Ha(b), \; résultent d'un éveloppement LCAO sur les orbitalés hy-
droggnddes et les orbitales hybrides délément centrall (A = Be ou A = (). Ces orbitales
hybrides apparaissent assezgfuemment pour ériter que I'on y péte une attention particelie.

Il est tout d’abord important de souligner qu’ellee cecrivent pas de&tats d’'unélectron de
I'atome centralibre , mais apparaissent seulement comme orbitales atomiques de base, utiles dans
le developpement LCAO des orbitales raollaires, quand I'atome central est en combinaison avec
d’autresélements dans uadifice moéculaire pesentant un certain type de sgtme. Se limitant
pour le moment aux combinaisons des orbitales s et p, éi@mentA du bloc p, on distingue
ainsi :

1. des orbitales hybridesy), de composition

Cope — % (ns(A) % np, (A)] (5.45)

Dans ce cas, une seule orbitale est utili€e, et les deux orbitales hybrides sont oiest
le long de la direction de cette orbitate ici prise comme la direction des Dans des
developpements LCAO, chacune de ces orbitales hybrggseut se combiner avec une
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orbitale atomique approf@e d’'un atome voisinX, pour former une orbitale ,_x (liante

ou antiliante), @ d. une orbitale caramtisee par une sy#étrie de evolution autour de la
liaison A — X. Les 2 orbitales:p,, restantes donnent soit des orbitales non-liantes, en ne
se combinant aucune OA ded, ou des orbitales métulaires du typer,_x (liantes ou
antiliantes) par combinaison avec des orbitalgg de X.

Les orbitales hybridegy apparaissent donc dans les égwlles lireaires commée Hy, Cy Hs.
En termes des orbitales,_x forméesa partir des orbitales hybrideg, la configuration
électronique déBe H, sera dondBeH,[Hel(ope—m, ) (0pe—m,)*

2. des orbitales hybrides)?, de composition

Osp21 = % :ns(A) —|—\/§npx(A)} (5.46)
Osp22 = % ns(A) —gnpz(fl) —i—@ py(X)l (5.47)
Osp23 = % ns(A) —gnpz(A) —@npy(A)l (5.48)

' (5.49)

Dans ce cas, deux orbitalep sont utili€es, et les trois orbitales hybrides sont coplanaires
et font entre elles des angles d&)°. L'une d’elles aéte prise arbitrairement oriee le long

de la direction de l'orbitale,. Dans des @veloppements LCAO, chacune de ces orbitales
hybridessp peut se combiner avec une orbitale atomique appgeptiun atome voisiny,
pour former une orbitale ,_ y. L'orbitale np, restante donne soit une orbitale non-liante, ne
se combinant alord aucune OA del, ou des orbitales métulaires du type 4 x (liantes

ou antiliantes) par combinaison avec une orbitalde X .

Les orbitales hybridesp? apparaissent donc dans les éwmlles planaires commg, H,,
BFs3.
3. des orbitales hybrides)®, de composition

Pupn = 5 [n5(A) + 1pe(A) + npy(4) + np.(A) (5.50)
P = 3 [15(A) + npu(A) — np,(A) — np-(A)] (5.51)
s = 5 In5(A) = 1pe(A) + npy(4) — np-(A) (552)
P = 3 05(A4) — npa(A4) — npy(4) + np.(A) (559
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Dans ce cas, les trois orbitaleg sont utili€es, et les quatres orbitales hybrides sont di-
rigées vers les sommets d'uetiteedre gulier et font entre elles des angleslde°28’. Les
orbitales hybrides d€'H, définies au tablea@? sont des orbitalesp?®. L'une d’elles (la
dernire) aété prise arbitrairement oriee¢ le long de la direction de I'orbitaje. Dans des
développements LCAO, chacune de ces orbitales hybriggseut se combiner avec une
orbitale atomique approg@ d’'un atome voisin pour former une orbitalg_ .

Les mokcules qui font intervenir ce type d’orbitales hybrides ont une&yimnqui cerive
de celle duétreedre égulier :C H, (tétraedrique),”C H3 (pyramide trigonal) N Hs, H,O ;
dans les trois derniers cas, une (deux dans le c#&,d9 orbitale hybridesp® reste libre, et
est occuppe par deglectrons libres (un dans le cas*déH;, deux dans le cas d€ Hj).

A partir de la troistme &riode, la participation possible des orbitafetonne lieua d’autres types
d’orbitales hybrides, dont :

1. les orbitalesdsp? : au nombre de quatre, elleésultent de la combinaison de l'orbitale
nd,>_,» avec des orbitales hybrides du type’ dans le plandry. Elles s'orientent vers
les sommets d’'un ca&rentourant 'atomewelles se trouvent cerdes.

2. les orbitalesd?sp® : La combinaison des deux orbitaled,._,» et nd,. avec les quatre
orbitalesn's, n'p,(, ., donnent six orbitales hybrides qui pointent vers les sommets d’'un
octaedre egulier dont le centre est I'atome portant ces orbitales hybrides.

3. les orbitalesdsp?® : Elles ©sultent de la combinaison d’'une orbitalé.. avec les quatre
orbitalesn's, n'p,(,..). Les cing orbitales hybrides ndquivalentes pointent vers les som-
mets d’une bipyramide trigonale. En fait les trois orbitales dans le édmmatorial de cette
structure sont des orbitales hybrides. Les deux orbitales en position axiafsultent de la
combinaison ligaire de I'orbitalewd,» avec I'orbitalen’p..

5.6 Exercices

1. Construction des orbitales moéculaires par LCAO

(@) On a vu que, pour une niadule diatomique du typ&,, la combinaison ligaire de
2 OA ¢,, v, d'un type donié centées sur les 2 atomeX,, X, donne 2 orbitales
moleculaires, dont I'une est liante, I'autre antiliante.

Soityp, l'orbitale 2p., ou z est la direction de I'axe internuire.
i. Quel est le signe de I'iégrale de recouvremenst,, dans ce cas ?
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ii. ldentifiez I'orbitale liante dans ce cas. Justifiez voi&ponse.
(b) Consicerons la mokculeLiH, un systme de £lectrons
i. Construisez la base minimale pour ce gysé.

ii. Esquissez qualitativement la composition des trois pregsiorbitales méculaires
de ce sysime. Identifiez-les en terme de leur caémetliant, antiliant ou nonliant.
(c) Esquissez le diagramme de cgliation pour (a)VO*, (b)CO, (c)C'N, (d)BN. Nom-
mez les OM monées selon la convention accéept
(d) Donnez la configuratioglectronique et I'ordre de liaison de @), (b)NO™, (cC)CN T,
()CN—, (e)BN dans leurétat fondamental.
(e) On a esting, a partir du diagramme de niveaux &hergie orbitalaire des atomes en

fonction deZ, I’ énergie des orbitales atomiques de valencd.det deF’ (les OAls
sont bien plus profondes, et ne contribuent pda liaison dansLi F")

‘ 2s 2p
F|-28Ry —1,4Ry
Li | -0,5Ry —0,3 Ry

TAaB. 5.3 -

I. Calculez la charge nuéhire effectiveZ,;; pour unélectron-test dans chacune
de ces orbitales atomiques, et @e le rayon moyen de ces OA en les supposant
hydroggnddes.

ii. Les rayons moyens ainsi caléslnous donne uneéd de la grandeur relative des
intégrales de recouvrement,, ou 'a’ représente une OA dgi, b’ une OA deF'.
Pour unR fixé, on aétabli I'ordre suivant

| SQSLiQSF |Z| S25Li>2pF |>’ SQpLi723F |2’ SQpLu?pF |

Cet ordre est-il raisonnable selon vous ?

iii. Envous basant sur les informations des questioasgatentes, tentez de construire
un diagramme de co@lation pour la formation des sept preenes orbitales m@culaires
;i =1—7,deLiF a partir des OA. Indiquez les interactions fortes des OA en
traits pleins, les interactions faibles en traits poirédl En @gligeant les interac-
tions faibles, esquissez la composition des®OM =1 — 7, de Li F’

() Lion OH~ est is@&lectroniquea H F'. On a propoé que la structurelectronique de
cet ion peut se&crire comme celle d& I, simplement en remplacahtpar O~.
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| 2s 2p
F|—-28Ry —1,4Ry

TAaB. 5.4 —

i. En utilisant lesenergies suivantes des OA He

et en supposant que ces OA sont hyéraipes, estimez legplacement des deux
niveaux2s et2p quand I'on passe dé&’ a O~

ii. Discutez les corgxjuences que peut avoir cémglacement des niveauxatiergie
de valence de &lément lourd § passe deX = F'a X = O~) sur la composition
des OM def{ X a une gonetrie nuckaire fixee.

2. Orbitales canoniques et orbitales localiees

(a) La structure deH;0O peutétre consiéree comme &rivant de celle d&'H,, avecO
remplacantC et deux paires @lectrons libres remplacant deux paires de liais6hg.

i. Qu'obtient-on si, dans le &me sysime de coordorée que celui empl@&pour
C Hy4, on remplace les OA d€ par celles deD et ’efface’ les OA pecedemment
attacreesa 2 H, H, et H,. par exemple ?

ii. Tentez de éfinir les OM locali€es deH,0, a partir des OM canoniques de la
molécule.

(b) Soit la moéculeBF; dans la gonetrie trigonale plane pedit par la theorie VSEPR.

Construisez, par LCAO, les OM locahiss de3 F; en supposant que I'O2As - est trop
profonde pour ingragir efficacement avec les orbitales de valence3ddl est aussi
commode, pour cette question, d’introduire la notation suivante

2p’ . = orbitale 2p de F orientee le long de, et commé — B

(c) Les orbitales mdculaires de I'aétylene ontete obtenues dans un calcul ab-initio au
niveau SCF-Hartree-Fock avec une base minimale. On a &rcommode deddinir les
combinaisons ligaires de sy#trie suivantes des OA :

(0gyls)m = 1sg, £ 1sg,

(Og[u}ls)c = 1801 + 1802, (Ug[u}25)0 = 2801 + 2802

(Oug2P)c = 2p20y £ 2Dz, (Tufg)2P)c = 2D2()0n T 2Pa(y)0s
en termes desquelles, les OM obtenues scragnées au tableat.5
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OM (o,ls)y  (o41s)c (0428)c (042p)c  €om/u.a.
le, -0,0033 0,7067 0,0098 -0,0007 -11,406
20, 10,1033 -0,0702 0,4557 0,1850  -1,041
30, -0,3109 -0,0202 -0,0942 10,4761  -0,683
40, 11,0594 -0,1157 -0,8059 0,7016 0,484
OM (ou18)g (ou1s)c (0u28)c (0u2p)c  €om/u.a.
le,, -0,0031 0,7091 0,0188 -0,0042 -11,397
20, 0,2957 -0,0411 0,3159 -0,3139 -0,776
30, -0,9259 0,1220 1,1522 -0,1334 0,353
40, 05989 0,2309 1,2970 1,6753 1,195
OM (mu2p)c (m42p)c com/u.a.
Ty 0,6071 -0,441

Ty 0,8814 0,251

OM canoniques

TAB. 5.5 — Composition LCAO des OM d&, H,

A. Vérifiez que les&gles de @veloppements LCAO sont bien respest

B. Ecrivez la configuration deé&tat fondamental de I'dykne en tenant compte
de l'ordre énergetique des OMs tel que gsené dans ce tableau.

C. Envous basant sur I'analyse des pragés nodales des OM, tentez de les clas-
sifier selon leur caraétre liant, nonliant ou antiliant par rapport aux liaisons
C—-HetC-0.

. OM localiseesll est utile d'introduire, pour chaque carbone, les orbitales ato-
miques hybridesp suivantes :

1
s = —(28¢ £+ 2p,
P+.C \/5( C pc)

et de efinir, en termes de ces OA hybrides, les 4 combinaisons detrsym

1
8Py = 8Py + 8Py = ﬁ{(ag%)c + (042p)c}

_ 1
Spy = SP-.cy + SP+.0, = ﬁ{(0928>c — (042p)c}
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1
sz_ = SP+,cy — SP-,Co = ﬁ{(0u28)0 + (Ju2p)0}

_ 1
Sy = SD—C1 — SP+.Cy = ﬁ{(%%)c — (ou2p)c}

A. Esquissez par un séma la forme des 4 combinaisons’alérireSSpj[u}. Veérifiez
que par rappora C' — O, sp;; est liante,sp;; est antiliante tandis que le .,
sont pratiquement non-liantes.

B. Ré-exprimez les orbitale®r,, 30, et 2o, du tableau5.5en termes desp;t[u]
et des combinaisons de s§tne (o4, 15) ;. Notez que I'analyse du carase
de ces trois OM par rapport aux défentes liaisons devient bien plus trans-
parente dans cette nouvelle r&sentation.

3. Méthode de Hickel

Pour cecrire lesélectrons dans un sysne (lireaire ou cyclique) de liaisons conjugLees
comportant N centres C

>Cl202—03204—05:—:—....:CN<

on forme des combinaisonsé&aires de N orbitales atomiqueg.,, chacune cenée sur un

noyau de carboné€’; :
N

o= Z ¢i(2p.i) (5.54)

=1

et I'on suppose que, dans la baf®.; | i = 1,2,3,...N}, 'hamiltonien monélectronique
effectifh a desélements de matrices suivants

) a<0sik=I
Hy = / AV2pih2py =4 B<0si k=141 (5.55)
0 tout autre cas

De plus, onignore le recouvrement d’orbitales atomiques é&stsur des centres @féents,
c.a.d. l'onécrit Sy, = oy, (= 1 sik =1, 0 sinon).
(a) Ethylene, N=2Consictrons d’abord la macule déthyEne.

i. Construisez le sysime déquations gouvernant les coefficieatdu developpement
(1). écrivez ensuite &quation &culaire pour ce systne, en terme de = (a —

E)/B.
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ii. Solutionnez Bquation &culaire, et le sygime déquations gouvernant les coeffi-
cientsc;.

iii. Décrivez la nature (liante ou antiliante) de deux orbitales engéeadr
iv. En respectant le principe de Pauli donnez
A. la configuration de ktat fondamental deéthykne,

z

B. I'énergie totale de cditat,
C. la fonction d’onde écrivant cetetat.

(b) 1,3-butadiene, N=4Avec N = 4, on consigte maintenant le 1,3-butaghe. Rpétez les
etapes écrites aux questions 1.1, 1.2, 1.3 et 1.4a-b du @oid pecedent pour ce cas
de la moécule de butadine.

Comparez Energie totale obtenue ave&iiergie qu’aurait ce systne s’il consistait
vraiment de 2 liaisons localises (2 xénergie de letat fondamental deéthykne). La
difféerence est appdék energie de dlocalisation’ : la celocalisation de&lectrons tend
a stabiliser la modcule de butadine par rapport au simple assemblage de liaisons

(c) CyclobutadieneOn consi@&re maintenant un sy&ine cyclique de liaisons tel que le
cyclobutadéne, un sysime de £lectrons.

i. Construisez le sy8te déquations liaires pour les 4 coefficients. écrivez en-
suite I'equation &culaire pour ce sygime enterme de= (o — E)/[.

ii. Solutionnez Bquation &culaire pour obtenir les 4 premiers niveauwedergie
orbitalaire de ce systme.

iii. Calculez Ieénergie de Etat fondamental du cyclobutadie. Comparez-lal’ €énergie
prédite pour le sysgime lireaire 1,3-butadéne. Laquelle des deux configurations,
linéaire ou cyclique, est plus stable, selon ladhie de Hickel ?

(d) Radicaux allyle et cycloprogenyle Les radicaux allyle et cyclopr@myle sont des
sysémesa trois électronsmt délocali€s sur trois centres. On lggtudiera ici par la
méthode de ldckel . Pour ce faire, ocrira d’abord, dans les deux cas, le sste
d’équations lileaires gouvernant les coefficierisdu developpement LCAO des orbi-
tales moéculaires sur des orbitales atomiqu®s ;..

i. Ecrivez et solutionnezdqguation &culaire dans les deux cas. Lequel des deux
radicaux est plus stable dans setat fondamental ?

ii. Solutionnez le sysine déquations gouvernant les coefficients LCAQpour ob-
tenir les trois preméres orbitales m@culaires norrées du radical allyle. On les
dénoterayy, v, et g3 dans I'ordre dénergie croissante. &rivez les propétes
nodales de ces orbitales néalulaires.
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ili. Pour une orbitale mdculaire donie, on @finit une indice de liaison entre 2
centres k et | par
P = ¢
et I'on convient de qualifier, via-vis de la liaisonC}, — C}, I'orbitale moleculaire
de liante siP,; > 0, d’antiliante siP,; < 0 et de nonliante siP,; = 0.

En utilisant ces crigres, @crivez le caradre liant, antiliant ou nonliant des or-
bitales moéculaires obtenuea la question pecedente. Obtiendrait-on la @me
classification en se basant sur les pragieis nodales de ces orbitales ?

iv. Enrespectantle principe de Paulicrivez la fonction d’onde totaleedrivant I'état
fondamental du cation allyle

>C=CH'"-C <,

un sysémea deuxélectronsr.

Données supptmentaires

(@
San arx Earz . . . a11 Q12 Q13
Sazr Eaxy Eam . . . 21 dg2 G21
5&31 . . .o . :SN a3y
ann aNN
(b)
x 1 0 0
1 X 1 O A4 2
01 » 1 =z 3x°+1
00 1 «
(c)
z 1 0 1
1 xr ]. O 2 2_
01 2 1|=%0 -4
1 01 «x
(d)
x 1 0 r 1 1
1z 1 |=x(*-2), 1Lz 1|=@-1>*z+2)
01 =z 1 1 =z
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